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は, 温度差が 0でない限り,3次関数の速度分布と 1次関数の温度分布を有する自然対流が
熱伝導状態として生じる. 温度差がある臨界値以上になると, この自然対流は不安定化す
る. さて, 流体のプラントル数 P には線形安定性解析により決定される. クロスオーバー値
P∗ = 12.45425644が存在し, P < P∗ではせん断力駆動型の定常モード, P > P∗では浮力
駆動型の振動 (Hopf)モードが臨界条件を与えることが知られている. 線形臨界点に限ると,
10−7 < P < 108の広い範囲にわたって, これらのモードの分岐はつねに超臨界である. この
とき, P  P∗では臨界Hopfモードと臨界定常モード間の相互作用が生じ, 浮力の強さを特
徴づけるグラショフ数の上昇と共に, P < P∗では定常モードから混合モードが, P > P∗では
定在波から混合モードが安定な解として分岐することが知られている. さらに, P < P∗では
中立定常モード間で波数比 1:2の相互作用 (1:2共鳴)が, P > P∗では 1:2 Hopf/定常モード間
共鳴, 1:2:4 Hopf/定常/定常モード間共鳴が生じ, それらの場合に分岐解析も行われている.





によっても確認されたため, 4次の共鳴項を有する 1:4共鳴の重要性を示すことができた. ま





臨界, そして超臨界へと変化することを見いだした. 中立定常モード間の 1:2共鳴を記述する
振幅方程式を多重尺度法によって導出し, それにもとづいた分岐解析を行った結果, 定常中立
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対流 (自然対流)が発生する. このような状況は, 広く自然界で観察されるため多くの研究が
行われてきている. この鉛直方向の温度差による問題に対して, 水平方向に温度差があるよ
























1953年 Gershuni [2]は P = 7の場合の鉛直スロット内自然対流の問題に対しガラーキ
ン法を用いて線形安定性解析を行い, 定常撹乱に対して熱伝導状態が不安定になる臨界値
G∗P = 13400(G∗は臨界グラショフ数)を算出した. Boyarintsev[1]の実験による臨界値は
GcP  10000であったため当時の精度としてはGershuni [2]の結果は妥当性を持っていた.
1967年Rudakov[3]によって P = 0から P = 10までの比較的広い P の範囲にわたって線形




の容器の縦横の長さを lと dとした場合,熱コンダクタンスCを, Q/l(T1−T0)として定義した
上で (Qは熱量, T0, T1低温側と高温側の側壁の温度, kは熱伝導率)l = 25cm, 50cm, 100cm, 200cm
の各場合における Cと dの関係を明らかにした. これに加え, 2次対流が発生していない熱
伝導状態における理論曲線も C − d平面に描画した.その結果各 lにおいて 1cm未満の dの
場合, 熱コンダクタンスCは熱伝導状態の理論曲線と良く一致することが確認された. 逆に
各 lにおいて 1cmを超えた dの場合, 熱コンダクタンスCは熱伝導状態の理論曲線とは一致
しなかった.そのためBatchelor[4]は 1cmを超えない間隔で 2重窓を作ることにより”double
glazing problem”の問題は回避できると結論づけた.
この研究の流れは, Vestと Arpaci[5], Gillと Davey[6]によって引き継がれてゆく. Vest
と Arpaci[5]は空気 (P = 0.71)を用いた縦横比 H = 33の直方体容器と, シリコンオイル
(R  900) を用いたH = 20の直方体容器において, 前者ではたばこの煙, 後者はアルミ粉
を懸濁することによる可視化実験を行い, 定常撹乱を観察した. GillとDavey[6]の研究では
P = 0.72, 7, 1000の場合のHとレイリー数Raの関係を示した. この結果よりHが小さい場合
(ln H < 2)には臨界条件を与えるのは振動撹乱であり, 逆にHが大きい場合 (ln H > 2)には
臨界条件を与えるのは定常撹乱になるというものであった. しかしながら ln H = 2付近で臨
界条件が与える撹乱についての詳細は述べられていない. GillとKirkham[7]はP = 1000の
場合の ln H = 2近傍での振動撹乱の中立曲線を求めた. また彼らは ln H →∞かつP = 1000
の場合には, 振動撹乱が臨界条件を与えることを確認した.




四半世紀後になり Fujimura[9] がプラントル数の正確な臨界値を再計算した結果 P∗ =
12.45425644が求められた. P  P∗ かつ G  G∗ の場合どのような流れが安定であるの
かを明らかにする目的で FujimuraとMizushima[10], Kroppと Busse[11]がほぼ同時期にか
つ独立に弱非線形解析を用いて振幅方程式を導出しその方程式の解析を行った. これらの研
究によれば, P < P ∗の場合, 熱伝導状態により超臨界分岐によって発生した定常撹乱は, 臨
界点近傍では安定である, Gの増加と共に定常状態は安定性を失い定常撹乱成分と上下方向
の伝播波成分が混ざった混合モードが安定になる. 反対に P > P ∗の場合, 熱伝導状態より
Hopf分岐によって発生した振動撹乱としては上下方向に同じ速度で伝播する振幅の等しい
伝播波の重ね合わせ, すなわち定在波という形態が安定である. 定在波は, 臨界点近傍で安定
であるが, Gの増加に伴い混合モードが安定になる.
今回の研究では, この Pr∗ 近傍の問題を再考するところから始めた. Figure 2(e)に示す
中立曲線により, 左側の伝播波に対する中立曲線と右側の定常撹乱に対する中立曲線の極
小点, すなわち臨界点を与える臨界波数はおおよそ 1:4の比率の関係にある. より正確には
P∗ = 12.45425644のとき臨界点の波数はそれぞれ α
(T )
c = 0.342411, α
(S)
c = 1.383148, α
(T )
c ×
4 = 1.369644であることから1:4の関係に近いことが確認される. FujimuraとMizushima[10],
KroppとBusse[11], Fujimura[12]は弱非線形解析を用い振幅方程式を計算する際にこの波数
比が 1:4であることを見落としていた. そのため本研究では 1:4の相互作用を取り入れ弱非線




Hopf/定常モードの相互作用については 1980年代 1990年代に活発に研究された. 位相の








位相のカップリングがそれぞれ 3次, 2次の 1:1や 1:2共鳴の影響の大きさに対して今回の










Dangelmayr[24]によれば定常モード間の 1:2共鳴方程式の非縮退条件は 3つ存在し, 非縮退
条件は振幅方程式の係数によって決定されることが確認された. (非縮退条件は後述する振幅
方程式 (58)の係数が κ1 = 0, κ2 = 0, λ22 = 0で与えられる) これら 3つの非縮退条件は物理
効果の取り込み方によっては 8通りの状態の組み合わせが存在することを示している.
温度差のある鉛直スロット内の対流における 1:2の定常モード間共鳴の研究についてはFu-
jimura and Mizushima[20]がある. またFujimura and Nagata[31]は温度差のある鉛直スロッ
トに対して水平磁場を印加した場合のプラントル数と動粘性係数, 電気伝導率, 透磁率の積
である磁気プラントル数が共に 0であるとした仮想的な状況を考えその場合において弱非線
形解析を行った. その結果, 2つの非線形縮退条件 (後述する振幅方程式 (58)の係数が κ2 = 0










重畳した研究は 3つ存在することが記載されている. この 3つの論文 [22]は旧ソビエト連邦
時代の国内誌に掲載されたもので今回入手することができなかった. Lobovと Tarunin[21]
の論文にはこれらの研究が簡単に紹介されており, その内容は P = 0の場合に存在する定
常モードとは別に P > 2.4, R < 0において不安定な定常モードが存在するようになるとい
うものである. (Rは各々反対方向に移動する側壁の速度に比例するレイノルズ数) Lobov
と Tarunin[21]はこの不安定な定常モードに注目し周期 6の周期境界条件のすなわち波数
α = 1.0472, P = 10, R = −50, 320 ≤ G ≤ 450の場合の数値計算を行った. その結果G  320







度が高温であり, 制御棒側の温度が低いことから 2つの棒の間に熱伝達が行われる. 加えて,
制御棒を挿入あるいは抜き取る場合を考えれば過渡的ではあるがクエット流が重畳された状
態になる.
無限に長い鉛直スロットの問題においては, 定常モードとHopfモード (以後 S(H)とOsモー
ドと略記)はよく知られている. これらのモードとは対照的にクエット流を重畳した場合
に発生する定常モード (以後 S(C)モードと略記)の分岐に関する研究は, 我々が調べた限り




クエット流が重畳された系については, 参考となる論文が少ないことから先ず P とRを変
化させた場合における線形安定性解析, 弱非線形解析, 分岐の数値解析, 数値シミュレーショ
ンを行った. 線形安定性解析の結果, P >∼ 2.2で不安定な S(C)モードが存在することを確認
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この章では, Figure 1に示される温度差が存在する鉛直スロット内の自然対流の問題につ





このとき重力方向は鉛直下向き, また容器の左右側壁間には温度差 2ΔT が存在する.






+ (v∗ · ∇∗)v∗ = − 1
ρ0
∇∗P∗ + ν∇2∗v∗ − g{1− γ(T ∗ − T0)}ez, (1)
x,vは位置 x = (x, y, z)と速度 v = (u, v, w)を示す変数, T は温度を表す. ∇は微分演算子, t
は時間, pは圧力, ρは密度であり基準温度を T0とするとき ρ = ρ0{1− γ(T − T0)}の関係に
11
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ある.
γは体積膨張率 , gは重力加速度, ezは z方向の単位ベクトル, ∗付きの文字は有次元の量














































((v · ∇)u)− ∂
∂x
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が導出される. ただしここでヤコビアン J は関数 a(x, z), b(x, z)を用いて









で与えられる. この方程式の解を時間 tを引数に持たない定常解ψ, T と引数に持つ撹乱 ψ̂, T̂
に分けて考える. (撹乱についても二次元的と仮定)
ψ(x, z, t) = ψ(x) + ψ̂(x, z, t),
T (x, z, t) = T (x) + θ̂(x, z, t). (5)




∇2ψ̂ − ψ′ ∂
∂z
∇2ψ̂ + ψ′′′ ∂
∂z









式 (7)の形式を用い, 式 (6)を書き換えると次の撹乱の時間発展方程式を得る.
∂
∂t
∇2ψ̂ + W ∂
∂z
ψ̂ −W ′′ ∂
∂z





∇∗ · v∗ = 0,







+ (v∗ · ∇∗)T ∗ = κ∇2∗T ∗, (9)
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ここでは x = 0における温度を参照温度として採用しているので, 熱伝導状態としての定常
温度分布は T¯ = xと表すことができる.
3.1.3 境界条件
本研究では固定端の境界条件を仮定する.
v∗(x∗ = ±d) = 0,
無次元化を行った境界条件は次の形で与えられる.







= 0 at x = ±1
が流れ関数の撹乱の境界条件として得られ, 更に温度場の撹乱 θ̂の境界条件が
θ̂(x = ±1) = 0, (13)
のように求められる.
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∇2ψ̂ + W ∂
∂z
ψ̂ −W ′′ ∂
∂z






















Ψ̂ = N (Ψ̂, Ψ̂) in D,
HΨ̂ = 0 on ∂D. (16)






⎛⎝ ijαWM− ijαW ′′ −G−1M2 G−1(d/dx)
ijα ijαW − (PG)−1M
⎞⎠ ,









⎛⎝c1 ∂∂z + c2 0
0 1
⎞⎠ .
ここで c1, c2は任意であり, また表記中の線形演算子Mと領域Dと境界 ∂Dは,
M = ∇2,
D = {(x, z)|x ∈ [−1, 1], z ∈ (−∞,∞)},
∂D = {(x, z)|x = ±1, z ∈ (−∞,∞)},
と定義する.
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3.2 線形安定性解析
















j Sj + Lj)Φ
(m)
j = 0, HjΦ
(m)




j > Re σ
(2)
j > · · ·,









⎛⎝ ijαWMj − ijαW ′′ −G−1M2j G−1(d/dx)












線形作用素Mj と Sj は自己随伴であり, 線形作用素 Lj は非自己随伴である. (自己随伴及び
非自己随伴についてはAppendix A.1を参照) 式 (3.2)の随伴方程式は,
(σ
(m)
j Sj + Lj)
†Φ(m)†j = 0,
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σ∗φ′′∗ − j2α2σ∗φ∗ − ijαWφ′′∗ + ij3α3Wφ∗ + ijαW ′′φ∗ −G−1φ(iv)∗
+ 2j2α2G−1φ′′∗ −G−1j4α4φ∗ + G−1θ˜′]
+ θ˜†
[





σ∗φ′′†φ∗ − j2α2σ∗φ†φ∗ − ijαWφ′′†φ∗ + ij3α3Wφ†φ∗ − 2ijαW ′φ′†φ∗
− G−1φ(iv)†φ∗ + 2j2α2G−1φ′′†φ∗ −G−1j4α4φ†φ∗
− G−1φ′†θ˜∗ + σ∗θ˜†θ˜∗ − ijαWθ˜†θ˜∗ − ijαθ˜†φ∗







σ∗Mjφ† − iαWMjφ† − 2ijαW ′φ′† −G−1M2j φ† − ijαθ˜†
]
+ θ˜∗





⎛⎝ −ijαWMj − 2ijαV ′(d/dx)−G−1M2j −ijα
−G−1(d/dx) −ijαV − (PG)−1Mj
⎞⎠ , (18)
線形安定性解析では, 式 (17)の φと θ˜に関してチェビシェフ多項式展開する.
φ
(1)






Fn(x) = (1− x2)2Tn(x),
Tn(x) = cosnθ, x = cos θ,
Tn+1(x) − 2x Tn(x) + Tn−1(x) = 0.
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4 − 8x2 + 1,
T5(x) = 16x
5 − 20x3 + 5x,
T6(x) = 32x
6 − 48x4 + 18x2 − 1,
· · ·

























このままでは未知数 an, bnについて解くことはできないため, コロケーション法と呼ばれる
方法で解く. 次のように定義されたガウス-ロバット点で式を評価することにより,







j = Bj χ
(1)
j . (19)
Aと Bは 2(N + 1)× 2(N + 1)の行列であり, χは 2(N + 1)次元のベクトルである. この方
程式は次元こそ大きいが単純な代数方程式であり, 一般化固有値問題として数値的に解けば
2 × (N + 1)個の固有値と固有関数を求めることができる. ここでの線形安定性解析の目
18
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的は中立曲線を描画することにある. 中立曲線とは, 熱伝導状態が中立安定である点, すなわ


























関数 Gを χ(1)j のまわりで展開すれば,












j ) · δχ = −G(χ, α,G; c(1)j ), (21)

















Figure 2: 中立曲線. (a)は P = 0.7, (b)は P = 7, (c)は P = 11.75, (d)は P = 12, (e)は
P = 12.45, (f)は P = 20, (g)は P = 50, (h)は P = 100.
20




する反転対称性. すなわち原点周りの πの回転に対する不変性によるものである. P = 0.7, 7
の場合には定常撹乱による中立曲線しか存在しない, しかしながら P ≥ 11.75の場合には伝
播波撹乱と定常撹乱による 2本の中立曲線がG < 1200の領域に存在する. P = 12.45より小
さい場合には, 熱伝導状態が定常撹乱に対して不安定となり, P = 12.45より大きい場合には















Figure 2(e)のP = 12.45では, Hopfモードと定常モードに対する中立曲線のGの極小値がほ
とんど同じ値になる. このGの極小値が完全に一致するのは前述した通りP∗ = 12.45425644





3.4 弱非線形解析 3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴
である. このときαH ,αSは伝播波と定常撹乱に対する臨界波数である. 今回の研究の目的は,
Hopf/定常が 1:4の共鳴相互作用をした結果どのような解が安定になるのかを調べることで




差を波数で割った値は 0.9763%であり, 共鳴条件からのずれ (detuning)は十分に小さい. す
なわち, 波数比が 1:4の近共鳴が生じるが, 本論文では簡単のために 1:4共鳴が厳密に生じる
として解析を行う. 中心多様体定理にもとづく低減を行うために, まず解をフーリエ-固有関
数展開して非線形偏微分方程式である (16)から無限次元力学系を導出する.


































































































































































































































3.4 弱非線形解析 3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴
となる方程式が得られる. j = j′, m = m′を満たす固有関数Φ(m)j とΦ(m
′)
j′ 間の内積< p, q >=∫ 1
−1 q
∗p dxは一般に 0にならず固有関数同士が直交していない間に直交関係が成立しない. こ
れは, Lが非自己随伴作用素であることによる. 一方で固有関数Φ(m)j は随伴関数Φ(m
′)†
j′ と直



















































































































































































































j (0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0,
dh
(m)
j (0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0.
23





























































































































































































































































































































































































3.4 弱非線形解析 3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴





E = e4iαcz. (24)
2つの (二次の)中心モードのフーリエ成分の組み合わせは次のようになる.
E2+, |E+|2, E¯2+, E2−, |E−|2, E¯2−, E2, |E|2, E¯2, E+E−, E+E, E−E,
E¯+E−, E¯+E, E+E¯−, E¯−E, E¯+E¯−, E¯+E¯, E¯−E¯, E+E¯, E−E¯, (25)





























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































3.4 弱非線形解析 3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴

























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































|E+|2E+, |E−|2E+, |E|2E+, |E+|2E−, |E−|2E−, |E|2E−,
|E+|2E, |E−|2E, |E|2E
31





























































































































































































































































































































































(31)を式 (23)に代入ものと, 式 (32)を式 (33)に代入したものは同じ式になるため, 次のよう
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= σ1s0 + (μ1,1|s0|2 + μ1,2|s1|2 + μ1,3|s4|2)s0 + ν1s¯0s¯21s4,
ds1
dt
= σ2s1 + (μ2,1|s0|2 + μ2,2|s1|2 + μ2,3|s4|2)s1 + ν2s¯20s¯1s4,
ds4
dt
= σ3s4 + (μ3,1|s0|2 + μ3,2|s1|2 + μ3,3|s4|2)s4 + ν3s20s21.
Golubitsky, Stewart, Schaeﬀer[14]とHill and Stewart[18]が用いた表記に従い
(s0, s1, s4)→ (ζ0, ζ1, ζ2),
37
3.5 振幅方程式の解 3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴
のように再変換を行う. ただし,
ζ0 = z0, ζ1 = z1e










= σ2ζ1 + (μ2,1|ζ2|2 + μ2,2|ζ1|2 + μ2,3|ζ0|2)ζ1 + ν2ζ1ζ22ζ0,
dζ2
dt
= σ1ζ2 + (μ1,1|ζ2|2 + μ1,2|ζ1|2 + μ1,3|ζ0|2)ζ2 + ν1ζ21ζ2ζ0, (37)
σ2 = σ1, μ2,1 = μ1,2, μ2,2 = μ1,1, μ2,3 = μ1,3, μ3,2 = μ3,1, ν2 = ν1, (38)
但し σ4, μ3,3, ν3 ∈ Rである.
3.5 振幅方程式の解















I1 = C{(0, 0, 1)}, I ′1 = C{(1, 0, 0)}or C{(0, 1, 0)},
I2 = C{(1, 0, 0), (0, 0, 1)}or C{(0, 1, 0), (0, 0, 1)},
I3 = C{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
ここで ζ0 = z0と ζj = zjei(1+τ)







τ = τ() = O(),
38
3.6 振幅方程式の係数の収束性 (元は数値計算)3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴
と仮定する. ここではのちの利便性のため次のようにおく. κ0 = σ̂4 ∈ Rと κ2 = Reσ̂2 ∈ R
方程式 (37)の解としては次のものが存在する.
1. 自明解 (T) : (z1, z2, z0) = (0, 0, 0)
2. 定常解 (SS) : (z1, z2, z0) = (0, 0, r0) ∈ I1
3. 伝播波 (TW) : (z1, z2, z0) = (r1eiθ1
bt, 0, 0) ∈ I ′1
4. 二次元非対称混合モード (AM2): (z1, z2, z0) = (r1eiθ1
bt, 0, r0e
iθ0bt) ∈ I2
5. 三次元混合モード (z1, z2, z0) = (r1eiθ1 , r2eiθ2 , r0eiθ0) ∈ I3
(a)対称混合モード (SM) : (r1 = r2 = 0, r0 = 0,Θ = nπ)ここでΘはΘ(t) = 2θ1 − 2θ2 − θ0
で定義される位相差である.

































Figure 3: 振幅方程式の各係数 Re μ1,1, Re μ1,2, Re μ1,3, Re μ3,1, Re μ3,3における収束の様
子. mは固有関数展開の打ち切り項数.
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3.6 振幅方程式の係数の収束性 (元は数値計算)3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴
Table 1: 多重尺度法と中心多様体低減の係数の比較. 係数は P = P∗, G = G∗, α = α
(H)





係数 実部 虚部 実数 虚数
μ1,1 -2.91750 ×102 2.13535 ×102 -2.91748 ×102 2.13539 ×102
μ1,2 3.28426 ×101 -1.87620 ×101 3.28424 ×101 -1.87629 ×101
μ1,3 1.02969 ×103 2.40807 ×103 1.03118 ×103 2.42165 ×103
μ2,1 3.28426 ×101 1.87620 ×101 3.28424 ×101 1.87629 ×101
μ2,2 -2.91750 ×102 -2.13535 ×102 -2.91748 ×102 -2.13539 ×102
μ2,3 1.02969 ×103 -2.40807 ×103 1.03120 ×103 -2.42164 ×103
μ3,1 4.83742 ×102 5.51502 ×102 4.83716 ×102 5.51503 ×102
μ3,2 4.83742 ×102 -5.51502 ×102 4.83717 ×102 -5.51502 ×102
μ3,3 -2.06686 ×104 0 -2.07171 ×104 0
ν1 4.66580 ×104 -1.06090 ×104
ν2 4.66574 ×104 1.06115 ×104
ν3 -5.08996 ×103 0
Figure 3は振幅方程式の各係数Re μ1,1,Re μ1,1,Re μ1,3,Re μ3,1,Re μ3,3を正しく評価す
るにはどれほど固有関数展開の項数mをとればよいのかを示した図である. Figure 3の点線
はm−3.4の傾きを示している.













3.7 分岐図 3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴
3.7 分岐図
Hopf/定常モード間の相互作用は余次元 2の問題である. そのために分岐の構造を知るため
に 2つのパラメターが必要である. このような観点のもと, 極形式のパラメターを導入する.
κ2 = Rcosϕ, κ0 = Rsinϕ (40)
ただし, −0.75π < φ < 1.25π . Figure 4は典型的なR = 10−2の場合の分岐図である. この分
岐図では, 太い線でかつ括弧がない解分枝は安定であり, 細い線でかつ括弧の表記がない解
分枝は不安定である. 分岐点は点で示している. また分岐図が入り組んで煩雑になるのを避
けるために, リミットポイントは点で表記していない. 自明解の分枝から φ = 0で分岐した
定常状態 SSの分枝は自明解の φ = πで終わる. TWの解分枝は自明解の φ = −π/2より分岐
し再び自明解上の φ = π/2で終わる. 2次元非対称混合モードAM2はTWと SSを結ぶよう
に存在する. ここで, 対称混合モード SMのうちΘ = πのものを SMπと表記する. この解は
φ = −π/2で自明解より分岐する. 一方Θ = 0の SMは SM0と表記し, φ = π/2の自明解か
ら分岐し左方向に伸びてゆくが, リミットポイントにおいて右に折り返し, 結局 SSの分枝に
戻ってゆく. 三次元非対称混合モードAM3は SM0と SMπの分枝を橋渡ししている.





















Figure 4: R = 10−2の場合の分岐図. 鉤括弧が付いている分枝は不安定であり, 鉤括弧が無
い分枝は安定である. SMは対称混合モードの解を示しており, 下添え字の 0と πは位相差を
表している.
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3.7 分岐図 3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴
Figure 5: R = 10−2の場合における振幅の実部の時間発展の様子. (a)はϕ = 0における2次元
非対称混合モードAM2, (b)はϕ = −0.26πにおける対称混合モード SM0, (c)はϕ = −0.35π
における対称混合モード SMπ, (d)は ϕ = −0.3235πにおける 3次元非対称混合モードAM3.
ただし t̂∗ = t̂− 1000.
Figure 4の解AM2,SM0,SMπ,AM3の時間発展の様子を計算すると Figure 5のようになっ
た. Figure 5は ϕ = 0,−0.26π,−0.35π,−0.3235πでかつR = 10−2のときグラフである.
SM0に対する初期条件としては z1(0) = z2(0) ∈ R, z0(0) > 0を採用し, 反対に SMπの場合
の初期条件は z1(0) = z2(0) ∈ Rでかつ z0(0) < 0のものを採用した. Figure 5(b)(c)は SM0
の場合の z0 > 0と, SMπの場合の z0 < 0である. この結果はAppendix A.3 に記述した内容
と定性的に一致していることから, z1(0) = z2(0)かつ z0(0) > 0という初期条件の下に解の時
間発展を追跡すれば, SM0と SMπを判別することが可能であることが分かる.
この Figure 5(a)-(d)に対応する流れの関数の空間構造を Figure 6に描画した.
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(i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi)
(a)
(i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi)
(b)
(i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi)
(c )
(i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi)
(d)
Figure 6: R = 10−2 における流れ関数の等高線の時間発展の様子. (a) は ϕ = 0 の
場合の AM2, (b) は ϕ = −0.26π における SM0, (c) は ϕ = −0.35π の場合の SMπ, (d)
は ϕ = −0.3235π の場合の AM3. (i),(ii),(iii),(iv),(v),(vi)は 1周期を 6分割した t̂∗ = 0,
T (z1)/6, 2T (z1)/6, 3T (z1)/6, 4T (z1)/6, 5T (z1)/6の各時刻で評価. ここでT (z1)は z1(t̂)の 1周
期である. 流れ関数の空間構造を確認し易くするため縦軸方向に対して 0.54倍している.
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t̂∗ = t̂− t̂0 = 0, T (z1)/6, T (z1)/3, T (z1)/2, 2T (z1)/3, 5T (z1)/6, (41)
ここで t̂0は z1 = 0かつRe(dz1/dt̂) > 0を満たす過渡的な変化後の t̂である. AM2は非ゼロ
の z0成分を含んでいるため, z1に由来する上方向に移動する伝播波パターンがこの弱く波長
の短い z0成分による変形を受け非対称な流れを構成している. 解 SM0と SMπは z1と z2を
成分に持つ定在波に似た空間構造を主に持っている. しかしながら z0の弱い流れの影響によ
り変形を受けている. これは, Rez1とRez2 が 1周期の間に 2度消えるときに, z0の弱い流れ
の構造が見えることから分かる.(Figure 6(b)(c)における (i),(iv)の図では z0の成分を確認す
ることができる)
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Figure 7: 分岐図のR依存性. (a)はR = 10−3, (b)はR = 2× 10−2, (c)はR = 3.5× 10−2,(d)
はR = 4× 10−2, (e)はR = 10−1, (f)はR = 5× 10−1.
Figure 7は Figure 4で示した分岐図のR依存性を示している. R = 10−3, 2× 10−2, 3.5×
10−2, 3.5× 10−2, 4× 10−2, 10−1, 5× 10−1である. Figure 7の中で (a)は最も短い分枝AM3を
もつ系である. R = 10−3の場合, 安定な SMπと SM0の間に非常に短い AM3が橋渡しする
ように存在している. Rの増加によって SS, TW, AM2, SMπは定性的な影響を受けないが,
SM0は影響を受ける. SM0の不安定な分枝上のリミットポイントは Rの増加と共に右側に
移動し, R = 5× 10−1では不安定な SM0の分枝が ϕ > 0.5πの領域に進出し, その結果, 安定
な SM0の領域が生じている. このような SM0の変化は, 分枝AM3の存在領域を大きく広げ
る結果となっている.
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Figure 9: (a)は P = P∗, P∗ ± 0.2における中立曲線を表す図. ここで P∗ = 12.45425644で
ある. 垂直の線は, P = P∗の場合の振動撹乱の臨界波数 α = αcと 3αc, 4αc, 5αcの各位置を
示している. (b)の実線はGの増加に伴う線形増幅率の変化を, α = αcに固定し, P = P∗,
P∗ ± 0.2に対して描いたものである. (b)の点線は σ̂0 = 0における実線に対する接線である.
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Figure 8はReσ̂1,σˆ0平面上での解T, SS, SM0, SMπ, AM3の安定な領域を示す図である. こ
の図の中で SS/SM0と書いている領域は, SSと SM0が両方安定である. この共存は, ϕ = 0.5
付近において, SM0の分岐構造が Figure 7(f)で見られるような特徴的なオーバーハングを
もつことによる. 安定な SSと SM0のいずれが実現されるかは初期条件による. しかしなが
ら, これらの分岐図 Figure 4と Figure 7(a)-(f)は分岐特性こそはっきり示しているが, 実際
の物理現象に当てはめて理解するには些か直感的ではない. そこでいくつかのRの値に対し
て変化させる代わり, Gを変化させてその分岐特性を調べることにする. Figure 9(a)は P =
P∗, P∗ ± 0.2の場合の中立曲線を示している. 厳密に P = P∗に対する臨界波数 αcに波数を
固定し, Gが臨界Gcを低G側から通過する場合について考える.P = P∗, P∗ ± 0.2における
Reσ̂1, σ̂0平面上での線形増幅率は, Figure 9(b)の実線のようになる. 破線は, P = P∗におけ
るG = Gcでの実線に対する接線を示したものである. すなわち,
σ̂1  Gc∂Reσ̂1
∂G











である. P >∼ P∗では, 臨界GにおいてReσ̂1の符号がマイナスからプラスに変わることが確
認することができる. ここではG,P を変化させた場合における Reσ̂1と σ̂0の変化を確認す
るため, Gc, P∗で評価したReσ̂1と σ̂0ではなく, 任意のG,P において線形固有値問題を解き
直した場合におけるReσ̂1と σ̂0を描画した. Figure 10は Figure 8と Figure 9(b)の原点付近
を拡大したものである.
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Figure 10: Figure 8の拡大図とP = P∗, P∗± 0.2 に対する線形増幅率曲線. 波数αはP = P∗
に対する値 αcに固定.









































Figure 11: ﬁgure 10の各 P = P∗ − 0.2(a), P = P∗(b), P = P∗ + 0.2(c)における分岐図. (d)











でであるため, G = 610のとき, σ̂0 = 0.2になる. ただし, ωc =
2.04671× 10−1. このとき対応する G−Gc
Gc
= 0.23であり, 臨界点からのずれは十分に小さいと
はいえないが, σ̂0 = 0.2のとき, σ0 = 4.09342× 10−3であり, この値は比較的小さく, 弱非線
形理論の適用範囲内にあるものと考えることができる. まず, P = P∗ − 0.2の場合について
考える. Figure 10の P∗ − 0.2に対する増幅率曲線は領域 T から始まっている. その後 SSの
領域に入り, SM0の領域に移行してゆく, この過程をGを分岐パラメターとして描いた分岐
図が Figure 11(a)である. この図によれば, T(自明解)は SSが分岐するところで安定性を失
う. SSは超臨界分岐により発現するがその後の分岐によって SM0が安定になり SSは安定で
はなくなる. このとき他の解の分枝はすべて不安定である. 2番目のケースである P = P∗の
場合には, Figure 10より明らかなように, 増幅率曲線はちょうどTの安定領域の端である原
点を通過し SM0が安定な領域に入る. G を分岐パラメターとした Figure 11(b)からは, 最初
はTが安定であるが, 分岐を経て SM0が安定になる. 三つ目の例である, P = P∗ + 0.2の場
合には, Figure 10より増幅率曲線は Tが安定な領域を出て SMπが安定な領域に入り, 続い
てAM3が安定な領域にRe σˆ1, σˆ0平面上の非常に短い距離だけ入った後に, SM0が安定な領
域に入る. Gを分岐パラメターとしたFigure 11は一見すると, TよりHopf分岐した SMπの
分枝があり, 続いて分岐を起こし SM0が安定な解になるように見える. しかしながら, この
Figure 11を二次分岐に焦点を合わせ拡大した Figure 11(d)からはその考えは誤りであるこ









元と仮定し, 撹乱方程式 (14) を境界条件 (15)の下に数値的に解いた. 空間離散化にはチェビ
シェフ多項式とフーリエ級数の 2重展開
















3.9 数値計算 3 P = P∗近傍における 1:4 HOPF/定常モード間共鳴
Figure 12: P = P∗ + 0.2の場合の流れ関数の撹乱 ψ̂の時間発展の様子 (x = 0.5). (a)は
G = 491における SMπ, (b)はG = 492における SM0, (c)はG = 600, (d)はG = 700の場合
についての結果である. 水平方向に伸びる線は ψ̂ = 0を示している.
Figure 12は P = P∗ + 0.2に対して得られた x = 0.5における撹乱 ψˆの過渡後の時間発
展の軌跡である. Figure 12(a),(b)は t >> 1の場合に平衡状態に遷移してゆく様子を示して
いる. 平衡状態は Figure 12(a)の場合, 対称混合モードの SMπであり, Figure 12(b)の場合
には同じ対称混合モードであるが位相差が異なる SM0である. しかしながら一見するとこの














































1 は (P∗, αc, Gc)で評価し, 固有関数
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Table 2: 数値計算の値から算出した位相差 Θˇ. この結果からG = 491, 492の間で SMπから















4 は (P∗, 4αc, Gc)で評価を行った. 例えば
< φ
(0)†











れば, 明らかにG = 491とG = 492の間で位相が π → 0に変化しているのがわかる. これ
はすなわち長時間後に解が漸近する先が SMπから SM0変化していることを示している. 今
回のシミュレーションで用いた展開項数m = 8, N = 39は十分とはいえず数値誤差を含んで
いる可能性を排除できていない, その上, 弱非線形解析で導出した振幅方程式は 4次の項ま
でしか考慮されておらずそれ以降の高次の項を無視している. それにもかかわらずG = 491
とG = 492の間で安定な解が SMπから SM0に変化している. AM3を経由せずに安定な解が
SMπから SM0に変化する点は 490 < G < 491の領域で両者の分枝が交差する点以外ないた
めAM3は確かに存在しているといえる.
3.10 結論
今回の研究では温度差のある鉛直スロットの問題において P = P∗の場合に発生する 1:4の
Hopf/定常モードの共鳴相互作用の解析を行った. 当初 1:4の共鳴は位相のカップリングが 4
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次のオーダーで起こるため非共鳴の場合と比較して共鳴の効果は弱いと予想されていた. し
かしながら, 中心多様体低減を用いた弱非線形解析を行うことによってその予想は誤りであ
ることがわかった. 弱非線形解析の結果得られた Figure 11の分岐図からは, P = P∗の値に
依存して分岐の構造が変化する様子が確認される. 特にFigure 11(d)の P = P∗ + 0.2の場合




ションの結果である. G = 491とG = 492の間で位相差が定性的に変化していることから安
定な解がSMπからSM0へと変化したことが確認された. この変化はHopf/定常モードの 1:4
の共鳴相互作用による分岐であることが今回の結論である.
加えて Figure 12の P = P∗ + 0.2の場合においてG = 600, 700の場合の数値シミュレー
ションの結果より, 波数 αcの第 3, 第 5高調波はある値より大きいGの場合には大きな影響
をもつことがあることに注意しなければならない場合があることがわかった. Figure 9(a)
の三つの線がそれぞれ α = αc, 3αc, 4αc, 5αcに相当している. G < 551.1822でかつ (3αc, G)
と (5αc, G)の場合は定常状態の中立曲線の下側である 551.1822 < G < 577.3994の場合、は
(5αc, G)の場合には定常状態の中立曲線の下側であるが (3αc, G)からは中立曲線の上側であ
る. αcと 4αcの非線形の相互作用を通じて線形的には不安定な 3αcのモードが励起するよ
うになる. G > 577.3994の場合には、(3αc, G)と (5αc, G)が両方とも中立曲線の上側にくる
ようになる. αc, 3αc, 4αc, 5αcの非線形の相互作用は系を支配するようになる. 実際の数値シ
ミュレーション結果 Figure 12(c)(d)からは, そのような特殊な振る舞いをしているのがみて
とることができる. この図の搬送波は殆ど正弦波であるが, 包絡線は 1 << tにおいても収束
する様子はみられなかった. 数値シミュレーションのの結果からいえることは, 1:4のHopf/
定常状態の共鳴相互作用の可能性がある系の時間発展を調べる場合においては気付かぬうち
にこのような状況になっていないか確認することは重要なことである. G < 550以下であれ



















+ (v∗ · ∇∗)v∗ = − 1
ρ0
∇∗P∗ + ν∇2∗v∗ − g{1− γ(T∗ −T0)}ez,
∂T ∗
∂t∗
+ (v∗ · ∇∗)T∗ = κ∇2∗T ∗,
ただし境界条件はクエット流の効果を加えるため次のように変更した.
v∗ = ±U0, T ∗ = T0 ±ΔT at x∗ = ±d.
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j ) · δχ = −G(χ, α,Gr,Re; c(1)j ), (47)
と書き換えられる. 次に式 (47)をニュートン-ラフソン法によって解き、選択したα,Reに対
して, Gr,Re[c], もしくはGr,Reを選択して α,Re[c]を計算して中立曲線を描画した.
中立曲線は波数 αとグラショフ数Grの平面における線形増幅領域の境界を記述してい
た. これに対してクエット流のパラメターReが加わったため, 本来であれば線形増幅領域の
境界は波数 α, グラショフ数Gr, レイノルズ数Reのより描画される, 曲面となる. しかしな
がら 3次元にすると理解するのが困難となるためここでは次に紹介する 2次元の臨界曲線を
導入し系のパラメターReへの依存性を確認する.
Figure 14は, 中立曲線 (点線)の極小点の集合を描画することによって記述される臨界曲線
(実線)である. 臨界曲線はRe − Grc平面のため, α − Gr平面の中立曲線とは異なり臨界波
数 αcの情報は失われるが, ここでは温度差の臨界値Grcの方が重要と考える. 臨界曲線は,
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Figure 14: 臨界曲線の概略図. 中立曲線 (点線)の極小点の集合 (実線)が臨界曲線であること
を示している.
Figure 14の説明図の様に中立曲線を計算し, その極小点を集め計算をする方法が最も簡単な








要がある. そこで方程式 (19)を αで微分した式,
∂
∂α
{σA χ−B χ} = ∂
∂α
{σA−B}χ + σA χα −B χα = 0
(48)
を考える. χαは χを αで微分したものである. ここで関数Hを次の式で定義する.







{σA−B}χ) + σAχα −Bχα
中立曲線のときと同様に、この式に対してニュートン-ラフソン法を適用して解を求めるこ
とによって臨界曲線が計算を行った.
Figure 15は Pr = 2.4, 7.0, 30の場合における臨界曲線である. Pr = 2.15付近において, 突
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然 S(C)の臨界曲線が存在するようになる. S(H)と OSは前章での定常撹乱と伝播波撹乱に
対応する臨界曲線である. S(H)は Prの大きさによらず存在する. 一方, R = 0の場合には
Pr > Pr∗において存在していたOSはRe >∼ 5で存在するようになる. S(C)に対する臨界曲
線はPr = 1000までの範囲で確認した限りRe = 0では存在していない. Pr = 30ではOSの
臨界曲線の左端が消失した. この現象の理解のため, 該当領域の臨界曲線を拡大したものと
中立曲線を描画したものが, Figure 16と Figure 17である.
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Figure 16: Pr=30の場合のOSモードに対する臨界曲線が消失する点の近傍における臨界曲
線の拡大図. (a)はRe = −0.113, (b)はRe = −0.11, (c)はRe = −0.1057.
Figure 16によれば, Re = −0.1100付近までは Osの臨界曲線は存在しているが, Re =
−0.1130になるとOsの臨界曲線は確認できなくなる. そのためこのRe = −0.1130,−0.1100,−0.1057
の中立曲線を調べた. その結果が Figure 17である. 特筆すべきは Re = −0.1130,−0.1100
の場合の中立曲線である. この Re = −0.1130の場合, S(C) の中立曲線しか存在しないが,
Re = −0.1100の場合には S(C)とOSの二つの中立曲線が存在することが確認できる.
Figure 17: Pr=30の場合の中立曲線. (a)は Re = −0.113, (b)は Re = −0.11, (c)は Re =
−0.1057. 実線は S(C)の中立曲線を示し, 破線はOSの中立曲線である.
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Figure 18: Pr=30, Re = −0.11の臨界曲線. (1)は (Gr, α, c) = (580, 0.47750,±0.00370),
(2)は (Gr, α, c) = (540, 0.50001,±0.00362), (3)は (Gr, α, c) = (500, 0.52200,±0.00349), (4)
は (Gr, α, c) = (440, 0.54505,±0.00308), (5)は (Gr, α, c) = (415, 0.50004,±0.00190), (6)は
(Gr, α, c) = (425, 0.47016,±0.00131), (7)は (Gr, α, c) = (429, 0.46106,±0.00109), (8)は
(Gr, α, c) = (441, 0.43897,±0.00014). 実線は S(C) の中立曲線を示し, 破線は OS の中立曲
線である.
Figure 18には Pr = 30, R = −0.1100の場合のOSと S(C)の中立曲線が接触する点の近
傍を示す. Figure 18のキャプションにはOS側の中立曲線上の各点での位相速度を示してい
る. 点 (1)から点 (8)の位相速度は単調減少しており接触点に近い (8)では最も小さい位相速
度をとる. この位相速度の傾向から接触点ではOSの位相速度が 0になると考えられる.
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Figure 19: Re = −0.2,−0.1, 0, 0.1, 0.2の場合の定常解WR(x)の速度分布.
Figure 19は −1 ≤ x ≤ 1における定常解WR(x)の速度分布である. 主流速度分布は
−1/6 ≤ Re ≤ 1/3の場合, 定義域内に極値をもつ.
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(a) (b) (c) (d) (e) (f)
Figure 20: S(H) と S(C) の場合の流れ関数と温度の撹乱の空間構造の違い. (a)(b)
は (Pr,Re, α,Gr)=(10−7, 0.04202, 1.1008, 462.48) の場合の S(H), (c)(d) は, (Pr,Re, α,Gr)=
(7,0.04668,1.0931,450.04)の場合のS(H), (e)(f)は (Pr,Re, α,Gr)=(7,−0.1527,0.99881,47.735)
の場合の S(C)である.
Figure 20は流れ関数と温度場の撹乱の等高線である. Figure 20の (a)と (b)は (Pr,Re, α,Gr) =
(10−7, 0.04202, 1.1008, 462.48), (7, 0.04668, 1.0931, 450.04)の場合の S(H)である. これらに対





こでは Navier-Stokes方程式とエネルギー方程式の各項のエネルギー収支を調べる. x, zは
−1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 2π/αの範囲で積分を行った. W¯R = W¯ (x)+Re U¯(x), W¯ = x(1−x2)/6,
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uθ dxdz︸ ︷︷ ︸
I8 e2σt
.(50)









































































































































Figure 21: エネルギー収支. (a)は Pr = 10−7の場合の S(H), (b)は Pr = 7の場合の S(H),
(c)は Pr = 7の場合の S(C), (d)は Pr = 7の場合の OS であり, 各々臨界曲線上で評価.
I˜j = Ij/I3(I˜3 ≡ 1)をプロットしている. 臨界曲線上では σ = 0のため I1 = 0であることに注
意する.
Figure 21は, W¯ (x) + Re U¯(x)で表されるエネルギー収支の結果である. ここで W¯ (x)
は Re = 0の場合の主流であり, 一方で Re U¯(x)はクエット流の成分を示している. (a)は
Pr = 10−7の場合の S(H), (b)は Pr = 7の場合の S(H), (c)は Pr = 7の場合の S(C), (d)は
Pr = 7の場合のOSの I1/I3から I5/I3をプロットしたものである. いまReに依存する項と
他の項のエネルギー収支に興味があるためすべての Ijを I3で割った比 IJ/I3で結果を表示し
ている. 臨界曲線上では線形増幅率 σが 0のため, I1は常に 0である. 広域に対する S(H)の図
は次小節で弱非線形理論の結果として示す. したがって, 個々ではそのような説明をするこ
と Figure 21(a), (b)で I˜2, I˜4が折れ曲がるのはその影響である. S(H)の場合, Re < 0である
ならば I2 < 0であり, Re > 0であるならば I2 > 0である. I3に関してはReに依存せず常に
I3 > 0である. Prが小さい Pr = 10−7の場合は流体力学的な極限と見なすことができ, 実際
にエネルギー浮力の効果は無視することができる. すなわち, Pr  1の場合は, 流体力学的
不安定機構により S(H)モードが駆動されているということである. Pr = 7の場合には, I5は
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無視できないが, 相対的にみれば小さい値である. Figure 21(a), (b)の場合は I5を除いて大
きな変化はみられない. それ故 S(H)はPrに関わらず,せん断力によって駆動されたものであ
ることがわかる. 一方で, Figure 21(c)(d)は, 常に I3 > 0であるため I5 > 0であるが, I2 < 0,
I4 < 0が成り立っている.そのため, (c)(d)に関しては, I5はエネルギーを増加させる可能性
がある唯一の項である. S(C)の場合, −1.64 <∼ I2/I3 <∼ − 0.94の範囲の値をとる. OSの場合,
−0.66 <∼ I2/I3 <∼ − 0.2の範囲の値が得られた. この両者は同じオーダーであるため S(C)と
OSは共に浮力駆動型であるといえる. 残念ながら, 重畳されたクエット流が不安定な S(C)を
生成する機構については上記のエネルギー収支の議論からは解明することはできなかった.
4.3 弱非線形解析
この章では, 単一モードの振幅の弱非線形発展を記述する Stuart-Landau方程式と, 1:2共鳴
を記述する振幅方程式を, 弱非線形解析の一種である多重尺度法を用いて導出する. この導
出はシステマティックに行われるため, 要点のみを簡潔に述べる.





























eiαz + c.c. + ..., (54)
となる. ここで c.c.は直前の項の複素共役を意味している. 式 (53)と式 (54)を撹乱の時間発
展方程式 (44)に代入すれば, 同次偏微分方程式と非同次偏微分方程式が導出される. 最低次
の近似より, Φ11 = A(t1, t2, · · · )φ11(x)が得られる. (ただしφ11 = (ϕ11, ϑ11)T である) ここで
はϕ11(0) = 1により線形固有関数φ11を規格化する. Φ13の可解条件より, Aの 3次の振幅方
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= σz + λ1|z|2z, (55)
右辺第一項の係数λ1は,臨界点 (中立点)で評価している. Re = 0の場合, Fujimura, Mizushima
[10]によると S(H)モードでは臨界点においてつねに λ1 < 0が維持される. すなわち, 定常
モード S(H)の分岐は常に超臨界である. OSモードに関しても 12 ≤ P ≤ 108にわたって臨界
曲線上では λ1 < 0であり, 超臨界分岐が生じる.
S(C) に関しては, まず Pr = 2.4かつ −0.152 ≤ Re ≤ −0.112の場合に臨界曲線に沿っ
て λ1 の値を数値的に求めた. −0.152 ≤ Re ≤ −0.139の場合 λ1 < 0になった. 反対に
−0.139 ≤ Re ≤ −0.112の場合には λ1 > 0になることが確認された. λ1 = 0となる非線形縮
退点は, Re = −0.139であり, 対応する臨界点は (αc, Grc) = (0.484, 344)である.この縮退点
はFigure 15(a)で黒い点で示している. また, 図中の太線は λ1 < 0, 細線は λ1 > 0を示す. 次
いで, Pr = 7に対しても同様の解析を行った. このとき−0.2 ≤ Re ≤ −0.145の場合 λ1 < 0
であり, −0.145 ≤ Re ≤ −0.1078の場合 λ1 > 0となる. さらに−0.1078 ≤ Re ≤ −0.1075で
は再び λ1 < 0となる. この現象は, 非線形縮退がRe = −0.145,−0.1078の 2点で起こってい
ることを示している. この 2点に対応する臨界点は (αc, Grc) = (1.039, 48.4), (0.334, 451)で
ある. これらの縮退点を Figure 15(b)に示す.
Pr = 7で縮退点が 2つ存在するが, 中立曲線上での λ1の符号がどのように変化するのか
を理解する目的で, Grc ≤ Gr ≤ 900の範囲で λ1を算出した. その結果は Figure 22に示す.
図中, 太線は λ1 < 0, 細線は λ1 > 0を意味し, 黒丸は非線形縮退点を示す. 第 1の縮退点で
あるRe = −0.1078の場合, 上分枝上で λ1 < 0, 下分枝上で λ1 > 0となる. (以下では, 臨界
点を用いて中立曲線を 2つの分枝に区別する. 中立曲線上の臨界点を基準に低波数側を下分
枝, 高波数側を上分枝と呼ぶことにする)Reの減少にともなって, λ1 < 0の中立曲線の下分
枝上の領域は縮小し, 消滅するが, λ1 < 0の上分枝上の領域が拡大して, 第 2の縮退点である
Re = −0.145の場合には, 上分枝上で λ1 < 0, 下分枝上で λ1 > 0となる.
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Figure 22: Pr = 7の場合の中立曲線. (a)は Re = −0.1078, (b)は Re = −0.108, (c)は
Re = −0.109, (d)はRe = −0.110, (e)はRe = −0.113の場合である. 太線は λ1 < 0, 細線は
λ1 > 0を意味し, 黒丸は縮退点である.
なお Stuart-Landau方程式は次小節に説明するように中立曲線の下分枝上でかつ, 1:2共
鳴点の近傍では有効ではなく, そのような領域において求められた λ1の符号から分岐の亜臨
界/超臨界性を議論することはできない. さらに, Lobov, Tarunin[21]の数値シミュレーショ
ンにもとづく結果を今回の Stuart-Landau方程式にもとづく結果と直接比較することはでき
ない. これは彼らと我々とでは無次元化の方法が異なるためである. そこで, 我々の無次元
化を彼らの無次元化に合わせ, Pr = 10, Re = −0.119, α = 1.0472(= 2π/6)の場合に得られ
る線形増幅領域の上下端, Gr = 427.4と 318.5における λ1を評価した. これらのGrの値は
彼らのGr = 445と 320に対応するより正確な値である. この結果Gr = 318.5, 427.4ともに
λ1 < 0, すなわち超臨界分岐であることが明らかとなった. 線形増幅領域の上限点近傍で得
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4.4 1:2共鳴に対する弱非線形解析
ここではわずかに超臨界であるGr ≥ Grcの場合について考える. 任意の波数分布を持つ正
弦波から構成される波束は, 時間の経過とともに最大増幅波数をもつ準単色波に漸近的に移
行する. 一方, 分岐の数値解析や数値シミュレーション解析では, 鉛直方向にフーリエ積分を
用いる代わりにフーリエ級数展開を導入する. そのため, 波束撹乱の時間発展ではなく, 指定
した波数をもつ単色波撹乱とその高調波との非線形相互作用を取り扱うことになる.
中立グラショフ数Grn(α) ≥ Grcに対しては, 任意の k ∈ Nに対して中立曲線上に 2つの
点 (k α,Grn), ((k + 1)α,Grn)を取ることが可能である.定常モード S(H)と S(C)に関しては,
共鳴条件 p k α + q(k + 1)α = 0を満たすように整数 p, qを選択することが可能なため, 波数
比 k : k + 1のモード間に 2k次の共鳴が生じる. その際の位相のカップリングは 2k次の項を
通して起こる. この他に共鳴がおきる可能性として (α,Grn)と (lα,Grn)の 1 : l共鳴が挙げ
られる. (ただし l ∈ N)この場合整数 p′と q′に対して共鳴条件は p′α + q′lα = 0で与えられ
る. このとき, 位相のカップリングは 2l次の非線形項を通して行われる. 一方, k : k +1, 1 : l
のいずれの共鳴においても, 絶対値を通したカップリングは 3次の非線形項が受け持つ. そ
れゆえ, k > 2か l > 3の共鳴の場合その効果は十分に弱いと考えられる. 一方, k = 1または
l = 2の場合, 位相カップリングは 2次のオーダーで存在することになる. この論文では, 主
に中立曲線上の 2点 (α,Grn)と (2α,Grn)間に生じる波数比 1 : 2の強い空間共鳴のみに注目
し解析をおこなった. 以下では, このような (α,Grn)を共鳴点と呼び (α∗, Gr∗n)と表記する.
多重尺度法を用いた弱非線形解析では, 撹乱を次のように展開する.
ψ̂(x, z, t) = 
[
Ψ1,0(x, t)e


















0,0(x, t) + Ψ1,1(x, t)e
3iαc + Ψ1,−1(x, t)e−iαc
+ Ψ−2,0(x, t)e−2iαc + Ψ−1,1(x, t)eiαc + Ψ−1,−1(x, t)e−3iαc
+ Ψ0,2(x, t)e




 = (Gr −Gr∗)/Gr∗ (57)
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を用いる. 最低次の近似において, Φ11 = a1(t1, t2, · · · )φ11(x)
と Φ21 = a2(t1, t2, · · · )φ21(x)が得られる. ϕ11(0) = 1 and ϕ21(0) = 1によって線形固有関
数φ11とφ21を規格化する. (ただしφ21 = (ϕ21, ϑ21)T である) 2次の近似では, Φ12とΦ22の
可解条件により, 2次のオーダーの非線形項を含んだ a1 and a2の振幅方程式が導出される.











る. 3次の近似からは, Φ13 and Φ23の可解条件より新たな振幅方程式が得られる. ここでは
a1 + 
2b1 +O(






= σ1z1 + κ1z1z2 + z1(λ11|z1|2 + λ12|z2|2),
dz2
dt
= σ2z2 + κ2z
2
1 + z2(λ21|z1|2 + λ22|z2|2), (58)




















= −2κ1r2sinΘ− κ2r−12 r21sinΘ, (59)
ここで, z1(t) = r1(t) eiθ1(t), z2(t) = r2(t) eiθ2(t)とおき, 位相差としてΘ = θ2 − 2θ1を定義し
た. 式 (59)は 3つの定常解を持つ
1. 単純モード PM: (r1, r2) = (0, r)
2. 混合モード MM: r1 = 0, r2 = 0, sinθ = 0
3. 伝播波モード TW: r1 = 0, r2 = 0, sinθ = 0.
これらの解を記述する方程式と安定性については付録に譲る. さて, これらの定常解に加え
て以下の４種類の解が存在することがよく知られている.
4. 定在波モード SW: 混合モードの分枝から分岐する解.
5. 変調伝播波モード MTW: 伝播波モードの分枝からHopf分岐によって発生する解.
6. ヘテロクリニック軌道: 単純モードPMが不安定である場合に鞍点である異なる符号の単
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Table 3: 式 (58)の係数.
in Figure 23 A C D E F
Pr 2.4 7 7 7 7
Re 0 0 -0.113 -0.14488 -0.2
α∗ 0.879181 0.877921 0.576912 0.692786 0.197058
Gr∗ 615.480 615.366 126.111 55.3883 186.382
κ1 -7.11848 -1.37549×101 -4.63982 -1.58731 3.58503 ×10−2
κ2 1.41379 1.44353 -6.50249 ×10−2 -4.80162 ×10−3 1.29231 ×10−1
λ11 -1.30531 ×103 -4.74931 ×103 1.79547 ×103 2.73623 ×101 -6.20152 ×101
λ12 -6.09509 ×103 -2.67328 ×104 5.80990 ×103 3.33864 ×102 -1.46859 ×102
λ21 -3.65885 ×103 -1.32061 ×104 5.15636 ×102 -3.38483 ×102 -4.06713 ×101
λ22 -4.85581 ×103 -1.97300 ×104 6.06593 ×103 -1.02417 ×102 -2.19346 ×102
純モード間を接続する解.
次に (P,R) = (2.4, 0), (7, 0), (7,−0.113), (7,−0.145), (7,−0.2)の場合の式 (59)を数値的に求













式 (60)を式 (44)に代入しコロケーション法を適用する. このとき 2× (M +1)× (2N +1)の
点で離散化して評価した an,m, bn,mと位相速度 cに対する非線形代数方程式をニュートン-ラ
フソン法を用いて解く. その際に撹乱の位相を a10 = 1と固定する必要がある.
一般的な傾向としては, 大きい Pr,Grの場合はより大きいM,N が必要になる. ここでは
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標準的にM = 33, N = 10を展開の打ち切り項数とした. αが小さい場合には高調波との共
鳴のためより高次の精度N が必要になる場合がある. 例えば Figure 15(b)の下部の点では






|ψ̂(x, z, t)|2dxdz. (61)
によって定義される撹乱の L2-ノルムの 2乗 (||ψ̂2||)2の数値誤差が 5× 10−5以下となるよう

































































Figure 23: ﬁgure 15の臨界曲線. (a)は Pr = 2.4, (b)は Pr = 7の場合である. (b)では煩雑
になるのを避けるため, OSモードに対する臨界曲線を除いて表示している. A, B, ..., Fの矢
印が指す×記号はTable4.4に示した共鳴点を表しており, 点 a1, ...f3は数値的な解析を行っ
た点を示している.
求めた解分枝の安定性を調べるため, 式 (58)を数値計算を実行した. 一般に 3次元撹乱に
対する標準的な安定性解析としては Floquet解析が用いられ, その有効性についてもよく知











この展開は式 (60)に波数 nα/2の分数調波撹乱を付加することに対応しているため, 式 (62)
を用いることにより解分枝が分数調波撹乱に対して安定どうかを判定することが可能である.
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これによって解くべき非線形偏微分方程式を 2× (M + 1)× (4N + 1)次元の常微分方程式に
帰着し, ルンゲ-クッタ法及びクランク-ニコルソン法を用いて解いた.
式 (60)の定常解と任意の撹乱を重ね合わせたものを初期条件として用いて長時間の時間発
展を追跡し, 解が安定であるかを判定した. このときの安定の判定基準は,( ||ψˆ(t)− ψˆe||2
||ψˆe||2
)2
< 0.005 for t 1, (63)
とした. ここで ψˆeは式 (60)の定常解である. これは厳密な安定性の判定基準とは言えない
が便宜上, この基準にしたがい判定した.
4.6 数値結果
この章では Figure 23のA, ..., F で示された 1:2共鳴点が与えるグラショフ数Gr∗の上下で
解の分岐特性を調べるとともに, Figure 23の a1, ..., f3における大域的分岐解を数値計算に
よって求めた. Figure 27, 28, 30, 33の各図において, (a)は与えられた Pr,Reにおける 2種
類の中立曲線を示す. すべての図において, 実線はノーマルモード Ψ̂ = φ(x)eiα(z−ct)に対応
する中立曲線を示し, 一方で破線は φ(x)e2iα(z−ct)に対応する中立曲線を示している. つまり,
実線を水平方向に 1/2倍したものが破線になっていることを意味している. これらの 2本の
曲線が交差する点 (α∗, Gr∗)が 1:2共鳴点である.
一方, Figure 27, 28, 30, 33の (b)は, Figure 23の a1, ..., f3における大域的な分岐図であ
る. (b)の縦軸は, (||ψ̂||2)2である. 実線は式 (60)においてすべての nに対して非 0の値をも
つ an,m, bn,mによって記述される解である. 破線は奇数の nに対して an,m, bn,mがすべて 0に




モードの波数が 2αであるかのように含んでいた. 以下では, 実線を αモードと呼び破線を
2αモードと呼ぶ.
分岐特性の詳細を説明する前に, 次のことを注意しておく. 各 Pr,Re,Grについて, 式 (58)
及び式 (59)の線形増幅率 σ1, σ2の符号は, α > α−の場合 σ1 > 0であり, 2α < α+の場合
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σ2 > 0である. 特に, G < G∗のとき, α+/2 < α < α−ならば σ1と σ2は両方共に負になる.
一方で, Gr > Gr∗のとき, α− < α < α+/2ならば σ1と σ2は両方正になる. ここで, α−, α+
はある与えられたGrに対する増幅波数帯の下限値と上限値を示している.
























































Figure 24: S(H)モードの分岐図. Pr = 2.4, Re = 0. (a)は Gr=610, (b)は Gr =620). 臨
界点はGr∗ = 615である. 太線でかつ括弧がついていない解分枝は安定である. 逆に細線で
かつ括弧が付いている解分枝は不安定である. 黒点は Hopf分岐点である. 振幅の大きさは√
r21 + r
2
2を用いて表した. Hopf分岐後の非定常解については Figure 26を参照
Figure 24は式 (59)に基づいて中立安定な定常モード間の 1:2共鳴に対して求めた分岐図
である. Figure 24はPr = 2.4, Re = 0の場合のGr = 610, 620に対する式 (59)の定常解の分
枝を示している. この 2つのGrの値の間に臨界点Gr∗ = 615.48が位置している. Appendix
A.5において述べるように, 単純モード PMは σ2 + λ22r22 = 0が成り立てば存在すること
ができる. ここで考える λ’s はすべて負であるので, PM の解分枝は α = α+/2, すなわち,
Gr < Gr∗ のときは点 P5, また, Gr > Gr∗のときは点 P14 から σ2 > 0の領域に向かって超
臨界分岐する. 混合モードを cosΘの符号で区別するため, 以下では, Θ = 0 のMM をMM0,
Θ = πのMMをMMπ とよぶことにする. 混合モード解は式 (94)によって表される. この
第 1式より, MM0が存在するためには σ1 + κ1r2 + λ12r22 > 0 が成り立たねばならない. ま
た, 第 2式 r2(σ2 + λ22r22) + (κ2 + λ21r2)r21 = 0より, r2  1では σ2 < 0を得る. このた
め, MM0はFigure 24(a)の点P6から分岐する. 一方, MMπ が自明解から分岐するためには,
σ1− κ1r2 + λ12r22 > 0 と r2(σ2 + λ22r22) + (−κ2 + λ21r2)r21 = 0がなりたためばならない. 第 1
式は r2  1の場合の σ1 の符号に対して何ら制約を加えないが, 第 2式は−κ2 +λ21r2 < 0よ
り σ2 > 0を与える. これは Figure 24(b)において, MMπ が P12 から分岐することと一貫し
ている. PMの解分枝上でMM0が分岐するためには, σ1 +κ1r2 +λ12r22 = 0 と σ2 +λ22r22 = 0
が必要であるので, σ1 > 0 かつ σ2 > 0を得る. このため, MM0は P13において PM から分
岐する. 一方で, MMπ が PMから分岐するためには, σ1 − κ1r2 + λ12r22 = 0 が成り立つ必要
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があるので, 十分小さな r2に対して σ2 > 0 と σ1 < 0を得る. MMπ が点 P1 と P4において
PMから分岐するのはこのためである. Gr = 610の場合, MMπの解分枝は PM上の 2点 P1
とP4を橋渡しするが, Gr = 620ではPM上の点P7 と自明解を橋渡しする. Figure 24(b)よ
り, 伝播波解 TW がGr = 620 の場合存在し, MMπの解分枝上の点 P9 とMM0の解分枝上
の点 P11 を橋渡しする. MMπ上の点 P2, P3と P8ならびに TW上の点 P10に示した白抜き
の丸印はHopf分岐を意味する. 定在波 SWは 点P2, P3, and P8においてMMπから分岐し,
また変調波 MTW が TWの解分枝上の点 P10からHopf分岐する. Figure 25 は定常モード
PM, MMπ, TW, MM0 の空間構造を示す. これらは撹乱を
Ψˆ = (ψˆ, θˆ)T = r1Φ11(x) e
i(αz+θ1) + c.c. + r2Φ21(x) e
2i(αz+θ1)+iΘ + c.c.
で近似して求めたものである. 線形固有関数は波数αの影響を大きくは受けない. PMは 2α-
モードであるため, 支配的な波長は π/α であるが, それ以外の 3つの解は α-モードであり支
配的な波長は 2π/αである. 大雑把に言うと, MMπ の空間構造はMM0の空間構造において
ψˆ, θˆを共に符号を逆転し, さらに半波長 π/αだけシフトしたものに相当する. 実験室系にお
いてMMπ を MM0から区別することは容易ではないが, これらの間の違いはTWが存在す











2から r2への変更に伴って, Figure 26(a) と (b)にお
ける定常解の解分枝はFigure 24(a), (b)におけるそれらからわずかに歪んだものになってい
る. Figure 26(a) はMMπの解分枝からHopf分岐する定在波 SWと, SW の存在領域の端点
(Q1 と Q2)の間に存在するヘテロクリニック軌道 HOを示す. Figure 26(b)によると, SW
は MMπから, また, 変調波はTWからHopf分岐する. SWの存在領域の上限, Q3, とMTW
の存在領域の下限, Q4の間にヘテロクリニック軌道が存在する. Figure 26(a), (b)で, 挿入
図は ξ, η, ζ-空間内の解軌道を示す. ここで, ξ = r1, η = r2 cosΘ, ζ = r2 sinΘとした. ヘ
テロクリニック軌道 HOは２つの PM, すなわち η = ±√−σ2/λ22を結んでいる. 定在波解
SWは ξ, η-平面上に存在するが, αの変化と共に, SWの軌道は ξ, η-面内で拡大し, ひとたび
PM に接触すると, SWの軌道はヘテロクリニック軌道に変化する. 同様に, 変調波解MTW
は ξ, η, ζ-空間に存在する. Figure 26(b)の挿入図が示すように, その軌道は 2つの PM解,
−√−σ2/λ22 < η <√−σ2/λ22の間で η-軸と交差する. ひとたびPMと接触すると, MTW解
はヘテロクリニック軌道に変化する. 非定常解の詳細とここで述べたヘテロクリニック軌道
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以外のヘテロクリニックサイクルについては Porter and Knobloch[25]に詳しい議論がある.
ここで, Figure 24 と Figure 26の解釈について述べておく. まず, Gr = 610の場合を考え
る. αの値を PMだけが安定な解として存在する α = 0.75から増加させる状況を考えよう.
PMの解分枝上では基本波数 αをもつ解は存在しない. その代わりに, 基本波数 2αをもつ解
が単純モードとして存在する. したがって, PMは 2α-モードである. Figure 24における点
P1に相当する αよりも大きな αにおいて, MMπ が α-モードとして現れる. 点 P2では, SW
が分岐し, Figure 26の点Q1まで存在する. Q1 と Q2の間ではHO が観察される. 点Q2 と
Figure 24の点 P3の間では, SW が再び実現される. P3 と P4の間では, 安定な MMπ が α-
モードとして存在する. P4 と P5の間では安定なPMが 2α-モードとして実現される. P5 と
P6の間ではすべての解が０にまで減衰する. α が P6に対する値よりも大きい場合, もう１つ
の α-モードである MM0が少なくとも α = 1 まで得られることが Figure 24(a)より分かる.
一方, Gr = 620では, 単純モード PM が 2α-モードとして P7に対応する α 未満では実現
される. P7 と P8の間では, MMπ は安定な α-モードである. P8 と Q3の間では, SWが安定
な周期解として現れる. 点Q3に対応する αからある αの値 α†をもった点Q4までの範囲で,
HO が現れ, Q4 と P10の間では, MTWが達成される安定な解である. なお, 振幅方程式 式
(58) もしくは 式 (59)の数値積分結果からMTWと HOの境界点 α†を決定するのは困難で
ある.
さて, 点P10 と P11の間でな, TW が安定な解である. P11に相当する α以上では α-モード
である MM0 が少なくとも α = 1までは存在する. TW, SW, MTW, HO はいずれも α-モー
ドである.
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Figure 27: 定常モード S(H)に対する中立曲線 (a) と大域的分岐図 (b). Pr = 2.4, Re = 0. (i)
Gr = 491 (Figure 23(a)の点 a1), (ii) Gr = 600 (点 a2), (iii) Gr = 700 (点 a3). 分岐図におけ
る縦軸は
(||ψˆ||2)2. (a)における破線は実線で示した中立曲線を α方向に 1/2縮小したもの
であり, (b) における破線は式 (62)における展開係数 an,m と bn,mが nが奇数の場合に 0, 偶
数の nに対しては非 0であるもの, 実線は nの偶奇によらず an,m と bn,mが非 0であるもの
を指す. 同図中の黒丸は解分枝上の対応する点が式 (63)によって安定, クロス印は不安定と
判定されたことを意味する. (a)の中立曲線上のすべての点において λ1 < 0が成り立つ.
さて, Figure 24 と 26 における分岐図は式 (58)と 式 (59)にもとづく局所分岐解を示した
ものであるが, それらは大域的分岐構造の中に埋め込まれている必要がある. 以下では大域的
分岐特性を示す. Figure 27(a) はPr = 2.4, Re = 0における S(H) モードに対する中立曲線で
ある. 1:2共鳴点 (α∗, Gr∗) はTable Iに示すように実線と破線の交点から求められる. Figure
27(b) はGr = 491 (Figure 23における点 a1), 600 (a2), および 700 (a3)である. Gr = 491 は
臨界グラショフ数Gcよりもわずかに大きいことが Figure 27(a)から分かる. したがって, 定
常解の解分枝は Figure 27(b i)のように自明解から超臨界分岐する. ここで, 破線は参考程度
の意味で示している. Figure 27(b ii) と (b iii)は大域的分岐構造を示しているが, (||ψˆ||2)2  0
の局所構造に限定すると, それぞれFigure 24(a)と (b)に定性的に一致することが分かる. 共
鳴波数の近傍では, R1から分岐してR3に向かう, あるいはR6から分岐してR10に向かう破
線は波数 αをもった単純モードとしての役割を担い, これらは R4と R5の間, もしくは R10
74
4.6 数値結果 4 平面クエット流の影響
とR12の間に存在する波数 2αの非線形解に対応する.
R2 と R3, R4 と R5, R7 と R9, R8 と R11, もしくは R10 と R12の間の実線は, 基本波数 α
をもった混合モード解MMもしくは伝播波解 TWに対応する. したがって, 点R1 あるいは
R6から波数 αを増加させるとき, ニュートン-ラフソン反復法は点 R4 または R10 から出発
して, 実線上のR2 または R7と対応する点までの解分枝に収束する. そうして, 点 R2 また
は R7において, 混合モード MMπ が突然現れる. 点 R2 と R3. あるいは R7 と R11の間で
は, 分岐のシーケンスは定性的に Figure 24 のそれと良く一致する.
ニュートン-ラフソン反復法では, 伝播波解 TW に対応する実線上の点R8 and R11間の解
は±cという位相速度をもつ. 振幅方程式によって予測される伝播波解の伝播方向について
はAppendix A.5参照.
Figure 27(b) における黒丸は判定条件式 (63)によって安定と判定された箇所, クロスは不
安定と判定された箇所を示す. Figure 27(b) における解分枝の安定特性は Figure 24におけ
る解分枝の安定特性は一貫しているしていることが分かる. 次に Pr = 7, Re = 0に対する
Figure 23の点Cに移ろう. Cにおける κ と λ は点A におけるそれらと同一の符号を有する.
したがって, 点Cにおいても Figure 24 と 26 に示した点Aでの分岐図と定性的に同一の分
岐特性が得られる. また, 我々の数値解析の結果も Figure 27(b)と定性的に同一の結果を与
えるため, 点Cにおける分岐図は省略する.
さて, 1:2共鳴は余次元 2の分岐問題である. したがって, 分岐構造を完全に理解するため
にはたとえば αとGのような 2つのパラメターを変化させる必要がある. 以上では, あたか
も波数 αを連続的に変化させることが可能なパラメターであるかのように扱ってきた. しか
し, 実験室系においては, 臨界点以外の波数を制御することは容易ではない. 波数を制御す
るための唯一の方法は thermal-imprinting法と呼ばれ, Chen and Whitehead [26]によって
Rayleigh–Be´nard対流において 2次不安定性を検出する目的で導入された. したがって, 実験
室系では, thermal-imprinting 法によって所定の波数をもつ撹乱を作り出し, Gを連続的に変
化させることが, パラメターを変化させるために我々にとって実行可能な方法である. にもか
かわらず, 分岐構造をより明確に理解する目的で, 本論文ではいくつかのGの値に対して α
を変化させることにする. Figure 23(a)において, Pr = 2.4において S(C)モードに対する臨
75
4.6 数値結果 4 平面クエット流の影響
界曲線は狭いRの幅を有していた. 対応する中立曲線も Figure 28(a)に示すように, 増幅波
数帯が狭いことが分かる. G ≤ 900の範囲に限ると実線と破線の交点は存在しないため, 弱
非線形の観点からの 1:2共鳴は存在せず, 振幅方程式 (58)は使うことができない. Figure 23
の点 b1に対する Figure 28(b i)はベースラインから浮いた２本のループを示している. これ
らの浮いた解分枝は分岐が亜臨界であることに由来する. Gr = 358に対する Figure 28(b i)
の分岐図では, 実線の解分枝が破線のループ上の 2点 R3 と R4 を繋いでいる. 破線のルー
プが存在しなければ, その実線の解分枝は他の解分枝と接続することなく孤立していること
になる. 1:2共鳴は存在しないが, 実線は混合モード解MM, 破線は単純モード解 PMの特徴
を備えていると言うことができる. 実際, αの値を 0から増加させるとき, R1において波数
2αを基本波数とする非線形会があたかもR6から分岐した基本波数 2αであるかのように分
岐する. R2では, α-モードが突如分岐し, R3, R4まで存在した後, 消滅する. R3 から R5ま
で, そして, R4 から R5まで, 2α-モードは存在するが, 点 R5 はα-モードの点 R7に対応する.
Gr = 550では, 中立曲線の上分枝, 下分枝の双方から亜臨界分岐する. このときも, Figure
28(b i)と同様の解分枝が得られるが, それらはベースラインから分岐する.
Figure 28(a)では, 水平方向に 2/3 縮小された中立曲線も一点鎖線で表示している. 実線は
一点鎖線と交差するので, (α,Gr) = (0.281, 597)において 2:3共鳴が発生することが分かる.
定常モード間に 2:3 共鳴が生じると, 2α と 3αを波数にもつ２モード間の振幅方程式を導出
することが可能である. その振幅方程式によると, 単純解としては z2 = 0 かつ z3 = 0 という
解と z2 = 0 かつ z3 = 0という解が存在可能である. Figure 28(b ii)によれば, そのような 2:3
共鳴の特徴的な解分枝を見いだすことはできない. 実際, 点R10, R9, R11を結ぶ実線の解分枝
が破線で示した解分枝からから分岐するが, その分岐点は厳密にR10 と R11という破線上の
点である. このことは, すでに指摘したように, 2:3 共鳴では位相のカップリングが 4次の非
線形項を通して行われるのに対して, 絶対値のカップリングが３次で行われることによると
考えられる. [?] Figure 29 はPr = 7, Re = −0.113における S(C)モードの解分枝である. (a)
はGr = 125, (b)は Gr = 127 である. λ22は正であるため, 単純モード解 PM は P1 と P6 か
ら σ2 < 0を満たすように高波数領域に向けて分岐する. 混合モード解MMが存在するために
は, 式 (94)の第 1式より−λ−111 (σ1 + κ1r2 cosΘ + λ12r22) > 0を満たす必要がある. MMπにつ
いては, これは σ1 < 0を意味する. 式 (94)の第 2式 0 = r2(σ2 + λ22r22) + (κ2 cosΘ+ λ21r2)r21
より, σ2 < 0を得る. したがって, MMπ は自明解から点 P3 において, σ2 + λ22r22 = 0 と
σ1 + κ1r2 cosΘ + λ12r
2
2 = 0 が成り立つ点 P2に向けて分岐する, 点 P1 と P3の間では, 自明
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解は安定である. 一方で, 混合モード解MM0に対しては, κ1r2 cosΘ < 0 が成り立つ. した
がって, r2  1のとき, 式 (94)の第 1式は σ1 > 0, また第 2式は σ2 > 0を要求する. MM0
は点 P4 において, P5 に向けて分岐する. r2  1を仮定しない場合は, 式 (94)第 1式の
κ1r2 cosΘ + λ12r
2
2 は, σ1が比較的小さければ σ1の符号に依らず負に保たれる. また, 第 2式
は σ2の符号に対して何ら制約を課すことはない. このため, MM0 の解分枝はFigure 29にお
いて自明解から浮いて存在している. 単純モード解 PM上では, MM0 が分岐するためには
σ1 > 0 と σ2 < 0 が必要であり, MMπ が分岐するためには σ1 < 0 と σ2 < 0が必要である.
これらは それぞれ点 P5 と P2の位置と一貫している.
Figure 30(a) には Pr = 7, Re = −0.113 における S(C)モードに対する中立曲線, (b) には
大域的分岐図を示す. Figure 30(b i)–(b iv) ではすべての解分枝がベースラインから浮いてい
るため, 明らかに亜臨界分岐である. Figure 30(b i)における分岐構造はFigure 28(b i)におけ
るそれと類似である. Figure 30(b i)を除くと, 分岐図は複雑に入り組んだ構造を有しており,
その全体像を求めることは困難である. これは, Gの増加に伴って非線形解の存在領域が大
きく拡大し, α, 2α, 3α 等の波数をもつ定常モード間の相互作用が効いてくるためと考えられ
る. Figure 30(b v) と (b vi)では実線で示した解分枝は線形増幅波数帯の上限値 α+をかなり
超えた領域まで伸びていることから, 亜臨界分岐であるといえる. Table I にリストした共鳴
点 (α∗, G∗) は Figure 30(a)の実線と破線との交点に位置している. そのため, Figure 30(b v)
のG = 115 は G∗よりもわずかに低い. Figure 30(b v)の小さな領域 (p)の拡大図を挿入図
(p)として示すが, 破線の解分枝が点R1において自明解から分岐している. また, ほぼ同一の
点から実線の解分枝が分岐し, R2で終わっている. 破線からは実線が点 R3において分岐す
る. Figure 29(a) の分岐図と Figure 30(bv) の対応関係は次の通りである. Figure 29(a)にお
いて点 P1から分岐する単純モード PM bifurcating は Figure 30(b v) における破線と対応し
ており, P2とP3を橋渡しする混合モード解 MMπ は R1 と R2を橋渡しする実線に対応して
いる. Figure 29(a)においてベースラインから浮いていた混合モード MM0 はR3 と R4を結
ぶ別の実線に対応している. このように, 式 (59)によって予測された局所分岐構造は確かに
Figure 30(b v)に示した大域的分岐構造の中に埋め込まれていることが分かる.
Figure 30(b i)–(b vi)での分岐は亜臨界であったため, Figure 7 (e)を思い出そう. Gr > 426.8
では中立曲線の上分枝に沿ってλ1 < 0であるが,それ以外の中立曲線上分枝上と,共鳴点近傍を
除く中立曲線の下分枝に沿って, λ1 > 0である. 一見すると,これはFigure 30(bvii)のG = 600
における高波数領域に伸びる解分枝と一貫しない. その理由を知るために, Herbert[27] によ
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を導出し, 各々の係数 λj値を数値的に求めた. その結果をTable IIに示す. 等温の場合の平
面ポワズイユ流の場合, 係数 λj は jの増加と共にその符号を λ1 > 0, λ2 < 0, λ3 > 0, · · · の
ように変化させた. [28] これに対して, 今回のG = 600における λj の符号は j = 2, 3, 4, 5で
正, j = 1と j = 6で負であることが分かった. Figure 30(b vii)の小領域 (q)の拡大図を挿入図
(q)として示すが, 解分枝が点R5においてベースラインから鈍角を成して分岐しているのは
そのためである. しかし, 振幅が増大すると共に解分枝はすぐに折れ戻り, 最終的にα  1.58
という 2.6× α+の地点まで解分枝は伸びている. ここで α+はG = 600における増幅波数帯
0.103 < α < 0.607の上限値である. このような非線形解の存在領域は, たとえば平面ポワズ
イユ流においてR = 13000での非線形解が存在する波数の最大値 1.6× α+[29]よりも広いこ
とが分かる. これは λj (j = 2, 3, 4, 5)が正であることに起因すると考えられる. Figure 31
には P = 7, R = −0.145における S(C)モードの解分枝を示す. (a): Gr = 55, (b): 56であ
り, 55 < G∗ < 56が成り立っている. このRの値に対しては, 臨界点において λ1 = 0と言
いう非線形縮退が生じる. 単純モード PM は P4 と P11において自明解から超臨界分岐す
る. 混合モード解 MM0 が存在するためには, 0 = r2(σ2 + λ22r22) + (κ2 + λ21r2)r21, κ2 < 0,
λ21 < 0, λ22 < 0のために σ2 > 0でなければならない. Figure 31(b)では, MM0 が点 P9
において自明解から σ2 > 0の領域に向けて分岐する. MMπ は σ1 − κ1r2 + λ12r22 < 0 かつ
0 = r2(σ2 + λ22r
2
2) + (−κ2 + λ21r2)r21 が成り立てば存在する. この最初の不等式より σ1 < 0,
第２の等式より r2  1の場合には σ2 < 0を得る. MMπが点 P5において自明解から αの低
い方向に分岐するのはこのためである. 単純モード PMの解分枝上では, MM0 は σ1 > 0を
満たす点P10から分岐するが, それは r2  1に対して σ1 + κ1r2 + λ12r22 = 0が成り立つから
Table 4: 13次で打ち切った Stuart-Landau 方程式 (64)に含まれる非線形項の係数の符号.
P = 7, R = −0.113, G = 600, 300, 115. S(C) モードに対する中立曲線上分枝上での結果.
Gr λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6
600 − + + + + −
300 + + − + + −
115 + − − + − +
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である. MMπ は PM から σ1 < 0の成り立つ点 P3 において分岐するが, これも r2  1のと
き 0 = σ1 − κ1r2 + λ12r22 = 0が成り立つためである. Figure 31(b)では, 混合モード解MMπ
の解分枝はリミットポイント P8 から安定性を獲得するが, その点は単純モード PMの解分
枝からわずかに外れている. (b)における不安定なPMの解分枝と不安定なMMπとの交点は
分岐点ではないことを注意しておく. 混合モード解MMπの解分枝はHopf分岐によって安定
性を失う. 2つのHopf分岐点の間では, 安定な定在波 SW が存在するが, Figure 31には分岐
図が煩雑になるのを避けるために図示していない.
Figure 32 (a)と (b)に, Pr = 7, Re = −0.2における S(C)に対する中立曲線と分岐図をそ
れぞれ示す. この場合, 中立曲線に沿って分岐は超臨界である. σ2 + λ22r2 = 0を満足する単
純モードPMが負の λ22に対して存在するためには, σ2 > 0 が必要であり, PM は (a) では点
P1, (b)では点P4から, αが低下する方向に分岐する. ついでMM0を考えよう. MM0が存在
するためには, σ1 + κ1r2 + λ12r22 > 0 と 0 = r2(σ2 + λ22r22) + (κ2 + λ21r2)r21 が成立しなけれ
ばならない. したがって, r2  1に対しては σ1 > 0と σ2 < 0が要求される. これがMM0 が
点P2において自明解から分岐する理由である. 一方, MMπ が自明解から分岐するためには,
σ1 − κ1r2 + λ12r22 > 0 と 0 = r2(σ2 + λ22r22) + (−κ2 + λ21r2)r21 が成り立つ必要があり, その
結果, σ1 > 0 と σ2 > 0が結論される. この不等式 σ1 > 0 と σ2 > 0 はGr < Gr∗のとき成立
しない. Gr > Gr∗の場合には,これらは中立点 P3 と P4の間で満足される. 単純モード PM
の解分枝上では, σ2 + λ22r22 = 0と σ1 + κ1r2 cosΘ + λ12r22 = 0が成り立つ点から混合モード
が分岐する. κ1r2 > 0であるため σ
(MM0)





1 が結論される. この不等式は点 P5 と P6との位置関係
と一貫している. 式 (95)の第 1式, すなわち, r21 = −2κ1r22/κ2より, (a), (b) いずれの場合に
も伝播波解TWは存在しない.
Figure 33には, Pr = 7, Re = −0.2の場合の S(C)モードに対する中立曲線と大域的な分
岐図を示す. Figure 33(a)では実線と破線が交差しており, 1:2共鳴が生じることが分かる.
Figure 33(b) には Gr = 105, 150, and 220に対する分岐図を示す. Figure 32(a), (b)の局所
分岐構造が大域的分岐構造の中に埋め込まれていることが分かる. Gr = 150 と 220に対し
て Figure 33(b)に示した安定特性は, Figure 32(a), (b)の各解分枝の安定性と完全には一致
していない. たとえば, Figure 33(b ii)の点R1, (b ii)のR2と R4とを結ぶ解分枝, (b iii)のR3
と R5 を結ぶ解分枝の安定性は Figure 32(a), (b)のそれと一致しない.
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今回設定した安定性のための判定条件 (63)はこのように誤判定することがある. 数値計算
では αという基本波数とその高調波から成る非線形解に対して, nα/2 という撹乱を加え, そ




定であると判定されることがあるとすれば, それは, 弱非線形解析では 3次の非線形項で打ち








Re-Gr平面上において 3つのモードに関する臨界条件を調べ, また定常モード S(H)と S(C)の
臨界曲線に沿って, Stuart-Landau方程式に含まれるランダウ定数 λ1を評価した. S(H)モー
ドの臨界曲線に沿って, P = 2.4, 7, 30の場合については λ1 < 0が成り立つ, 一方で, S(C)モー
ドの臨界曲線によれば, λ1はこれらの P の値に対して明確な符号の規則性を持たなかった.
臨界曲線では, P = 2.4の場合, λ1の縮退点が 1つ存在し, P = 7.0, 30.0の場合, λ1の縮退点
が 2つ存在することがわかった. P = 7.0の場合では, いくつか異なるRの場合の符号を示す
ことによって, λ1の符号が中立曲線上でどのように変化するかを明らかにした. S(H)と S(C)
は共に定常のため中立曲線上の 2つの波数 l α, m αが同じ中立Gになる場合容易に l : mの
共鳴がおこる. これは, 共鳴条件が周波数側の制約を必要ととていないためである. 1 : mの
共鳴のうち最も強いのは位相カップリングが 2次の 1 : 2の共鳴である. したがって, S(H)と
S(C)モード共に 1 : 2共鳴について考えた. S(H)モードでは, 弱非線形解析により, PM, MM0,
MMπ, TW, SW, MTW, ヘテロクリニック軌道HOのよく知られる解分枝が明らかになった.
振幅方程式 (59)の解分枝は数値的に導出された分枝の大域構造の中に埋め込まれていること
が確認された. 数値解析によって共鳴点近傍における大域的な分岐図が得られた. 分岐図で
は破線でしめされた単純モードの 2αモード, 実線で示された混合モードや伝播波の αモー
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ドの様子が描画されている. ここで単純モード, 混合モード, 伝播波は方程式 (58)か (59)の
解を分類したものであり, 共鳴点近傍の局所解に対してのみ有効であることに注意する必要
がある. したがって, 弱非線形解析より得られた結果はその局所的な領域でのみ数値解析の
解と比較するべきである. 一方で, S(C)については, 中立曲線からの分岐は Rの値によって
は亜臨界になる場合がある. これにより多様な分岐図が得られた. 1 : 2共鳴点が中立曲線上
にある場合, 局所的な分岐構造が大域構造に埋め込まれていることがわかる. しかし Figure
28(b)に示すように, 中立曲線上に共鳴点が存在しない場合でも, 数値解析の結果からは, 純
粋モードの分岐から分岐した混合モードが存在している特徴がえられた.(これは αモードの
分枝が 2αモードの分岐から発生していることがわかる) しかし, αモードと 2αモードの解
分枝の 2つのループは離れているため 1 : 2共鳴に関連付けて説明することは困難である. 逆
にこれは低調波不安定性機構に起因するαモードからの分岐によりα/2モードが出現したと
解釈することができる. 後者の解釈には, 2つのループの距離がα/2モードの出現には不要で




して非線形係数 κ1, κ2, λ1は消失しない.(Table I) したがって 3次近似で打ち切った振幅方程
式 (58)は, 共鳴点近傍の分岐特性を記述すれば十分である. 非縮退条件の 1つが壊れている
場合, すなわち, κ1, κ2, λ1のどれかが消失する場合, 振幅方程式は分岐を説明するために 4次
の方程式, 5次の非線形項が必要になる. これらに関しては, Okamoto [30] or Fujimura and
Nagata, [31]を参照.
Figure 33(b ii–b vii)は, 任意の整数 n(実線)に対して, 式 (62)の消失しない an,m と bn,mを
有する解についての分岐図のみを示し, 破線は奇数の nに対して an,m と bn,mが消失するも
のを示している. 同様に, 例えば, より高次の nに対してすなわちmod (n, k) = 0の場合につ
いて an,m と bn,mが消失するものもある. このような解は k ≥ 3の場合 1 : kの共鳴によって
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Figure 15: 臨界曲線の Pr依存性. (a): Pr = 2.4, (b): Pr = 7, (c): Pr = 30, (d): Grに対し
て広域表示した S(H)モードの臨界曲線. (d)の破線は Pr = 10−7, 実線は Pr = 7の場合の臨
界曲線. S(C)モードの臨界曲線は Pr >∼ 2.15の場合に存在する. OSモードの臨界曲線は (Re,
Gr)=(-0.110, 413)の点で失われる. (a), (b), (c)の点は各々(Re, Gr)=(-0.139, 344), (-0.145,
48.4), (-0.1078, 451)である. この点は λ1 = 0となる非線形縮退点であることを示している.




Figure 25: P = 2.4, R = 0, G = 620での Figure 24(b)の点 P7 –P11における撹乱の空間構
造. 点 P10におけるTWはスナップショットである. 2波長分 4π/α を表示した.
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Figure 26: Pr = 2.4, Re = 0における時間に依存する解と定常解の解分枝. (a) Gr = 610,
(b) Gr = 620. 太線は安定な解分枝. 細線は不安定な解分枝を示す. 灰色の線は時間に依存
する解である. 振幅を代表する量として r2を用いた. (a) の挿入図は Figure 24(a)の点 P2
とQ1の間で得られる定在波 SW, Q1とQ2の間のヘテロクリニック軌道HO, 点Q2 と P3の
間に存在する SWである. (b) の挿入図は Figure 24(b)の点P8と点Q3の間で得られる SW,
Q3 と Q4の間で得られるHO, 点Q4 と P10の間で得られる変調波解MTWである. ξ = r1,
η = r2 cosΘ, ζ = r2 sinΘ.
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Figure 28: 定常モード S(C)の中立曲線 (a)と分岐図 (b). Pr = 2.4, Re = −0.127. (a) 中立曲
線 (実線), 中立曲線を α方向に 1/2に縮小したもの (破線)と 2/3 に縮小したもの (1点鎖線).
(b)は (i) Gr = 358, (ii) Gr = 550. 中立曲線に沿って λ1 > 0, すなわち単色波撹乱の分岐は
亜臨界. (α,Gr) = (0.281, 597)において 2:3共鳴が生じる.

































































Figure 30: S(C) モードに対する中立曲線 (a)と分岐図 (b). Pr = 7, Re = −0.113. (i)
Gr = 57.9, (ii) Gr = 60, (iii) Gr = 90, (iv) Gr = 100, (v) Gr = 115, (vi) Gr = 300, (vii)
Gr = 600. 挿入図 (p) と (q) は分岐点近傍における局所構造の拡大図.

























































Figure 31: P = 7. Re = −0.145における S(C) モードの分岐図. このRでは非線形縮退が臨



































Figure 32: S(C) モードに対する分岐図. Pr = 7, Re = −0.2. (a) Gr = 180, (b) Gr = 190.














Figure 33: Pr = 7, Re = −0.2の場合の S(C)モードに対する中立曲線 (a) と分岐図 (b). (i)
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一般に, Dom(A) = H である有界な作用素 A を考えると, Dom(A˜) = Hであり, u, v ∈ Hで
あるようなすべての関数 u, v に対して
〈A˜u, v〉 = 〈u,Av〉









j = 0に含まれる作用素 σ
(m)










j Sj + Lj]φ
(m)
j = 0, [σ
(m)†




j = 0. (65)
したがって, 随伴作用素の定義により




j 〈S†jφ(m)†j , φ(m)j 〉 − σ(m)∗j 〈φ(m)†j , Sjφ(m)j 〉 = 〈φ(m)†j , Ljφ(m)j 〉 − 〈L†jφ(m)†j , φ(m)j 〉




j − σ(m)∗j )〈φ(m)†j , Sjφ(m)j 〉 = 0
より, 〈φ(m)†j , Sjφ(m)j 〉 = 0のとき σ(m)†j = σ(m)∗j が成り立つ. (65)の第１式と φ(k)†j との内積,
(65)の第２式でm を kに変えたものと φ(m)j との内積を作ると,




j − σ(k)†j )〈φ(k)†j , Sjφ(m)j 〉 = 〈L†jφ(k)†j , φ(m)j 〉 − 〈φ(k)†j , Ljφ(m)j 〉
が成り立つが, 右辺は作用素 Ljの定義により０である. したがって, σ
(k)
j = σ(m)j であれば
〈φ(k)†j , Sjφ(m)j 〉 = 0 (66)
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Hill と Stewart (1991)は, 同変分岐理論を用いて, 波数比が l :mである Hopf/定常モード間の相互作用に対す
る非常に包括的な解析を行った. その結果, Birkhoﬀノーマルフォームとしての振幅方程式にはどのような項が
含まれるべきかが明らかになった. （これについては, Appendix D に簡単な説明を行う. ）すなわち, ノーマ
ルフォームに含まれていない項はすべて不適切な項であり, 近恒等変換によって除去されなければならない項





1 + a1|A(0)1 |2A(1)1 + a2A¯(0)1 A(1)21 + a3A(0)21 A¯(1)1 + a4|A(1)1 |2A(1)1 + a5|A(1)4 |2A(1)1 , (67)
y1 = A
(1)
































































































































































































































































A.2 近恒等変換による不適切な時間項の除去 A APPENDIX
ここで, 右辺が σ(0)1 y0, すなわち
σ
(0)






1 + a1|A(0)1 |2A(1)1 + a2A¯(0)1 A(1)21 + a3A(0)21 A¯(1)1 + a4|A(1)1 |2A(1)1 + a5|A(1)4 |2A(1)1
)













































































































































































































































































































以上の結果をまとめると４次のオーダーで振幅方程式 (34), (35), (36) がそれぞれ
dy0
dt

















































































































































































































































































































A.2 近恒等変換による不適切な時間項の除去 A APPENDIX
dy4
dt





































































































































































s0 = y0 + p1y¯30y4 + p2y¯
2
0 y¯1y4 + p3y¯
3
1y4, (70)

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































= σ˜3z0 + (¯˜μ3,2|z2|2 + μ˜3,2|z1|2 + μ˜3,3|z0|2)z0 + ν˜3z¯22z21 ,
dz1
dt˜
= σ˜2z1 + (μ˜2,1|z2|2 + μ˜2,2|z1|2 + μ˜2,3|z0|2)z1 + ν˜2z22 z¯1z0,
dz2
dt˜
= σ˜2z2 + (μ˜2,2|z2|2 + μ˜2,1|z1|2 + μ˜2,3|z0|2)z2 + ν˜2z¯2z21 z¯0.
以下では簡単のために “ ˜ ” を除いて書くことにする. zj = rj eiϑjt + ζj eiϑjt (j = 0, 1, 2) を代入し, 位相差と
して
Θ = 2θ1 − 2θ2 − θ0 (83)
を導入することによって, この (z0, z1, z2) ∈ R6に対する力学系を (r0, r1, r2,Θ) ∈ R4に対する力学系に帰着さ
せる：

























2 cosΘ + ν
i
2 sinΘ)],














2 cosΘ− νi2 sinΘ)],
Θ˙ = 2[(μi2,1 − μi2,2)(r22 − r21) + νi2(r22 − r21)r0 cosΘ− νr2(r21 + r22)r0 sinΘ]
+μi3,2(r
2
2 − r21)− ν3r−10 r21r22 sinΘ, (84)
位相と振幅に対する４次元系 (84)は次の定常解を持つ.
i. 自明解 (T): (z1, z2, z0) = (0, 0, 0).
ii. 定常解 (SS): (z1, z2, z0) = (0, 0, r0) ∈ I1.




σ3 + 2μ33|z0|2 μ33z20 0 0 0 0
μ33z¯
2
0 σ3 + 2μ33|z0|2 0 0 0 0
0 0 σ2 + μ23|z0|2 0 0 0
0 0 0 σ¯2 + μ¯23|z0|2 0 0
0 0 0 0 σ¯1 + μ¯13|z0|2 0




μ33|z0|2 μ33z20 0 0 0 0
μ33z¯
2
0 μ33|z0|2 0 0 0 0
0 0 σ2 + μ23|z0|2 0 0 0
0 0 0 σ¯2 + μ¯23|z0|2 0 0
0 0 0 0 σ¯1 + μ¯13|z0|2 0
0 0 0 0 0 σ1 + μ13|z0|2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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σ2 + μ23|z0|2 〈2〉, σ¯2 + μ¯23|z0|2 〈2〉
で与えられる. さて, 一般に 2× 2行列 Aの固有値が与える解の安定条件は trA < 0 かつ detA > 0で
あるが, detA = detJSS0 = 0である. 定常解 SSが超臨界分岐をするためには μ33 < 0であることが必
要なので, 結局, １つの固有値は０, 他の固有値は負であることが分かる. 以上をまとめると, Jacobi行
列の固有値の符号は
0, 2μˆ3,3r20, σˆ2 − i(1 + τ) + μˆ2,3r20 〈twice〉, ¯ˆσ2 + i(1 + τ) + ¯ˆμ2,3r20 〈twice〉 (85)
のように求められる. ただし, 〈 〉に固有値の重複度を示した.
iii. 伝播波解 (TW): (z1, z2, z0) = (r1 eiθ1 tˆ, 0, 0) ∈ I ′1.
r1 と θ1 は 0 = κ2 + μˆr2,2r1 及び 1+ τ + θ1 = μˆi2,2r21 に支配される. 以下では, 上付き文字 r と i はそれ
ぞれ実部と虚部を意味するものとする. 伝播波解 TW は κ2 = 0において自明解 T から分岐する.
TW solution in the form of Z1 = r1 eiϑ1t で表される伝播波解 TW の安定性を調べる上で, Floquet解




= σ3ζ0 + (μ¯3,2|ζ2|2 + μ3,2|r1 + ζ1|2 + μ3,3|ζ0|2)ζ0 + ν3ζ¯22ζ21 ,
dζ1
dt
= σˆ2ζ1 + μ22r21(2ζ1 + ζ¯1)
dζ2
dt
= σˆ2ζ2 + (μ2,2|ζ2|2 + μ2,1|r1 + ζ1|2 + μ2,3|ζ0|2)ζ2 + ν2ζ¯2(r1 + ζ1)2ζ¯0.
ここで, θ1(t) = ϑ˜1t, σˆ2 = σ2 − iϑ˜1 = κ2 + i(1 + τ(κ2)− ϑ˜)とおいた.
伝播波解 TWに対する Jacobi行列 JTW は
dfTW =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ3 + μ32r21 0 0 0 0 0
0 σ3 + μ¯32r21 0 0 0 0
0 0 σˆ2 + 2μ22r21 μ22r
2
1 0 0
0 0 μ¯22r21 ¯ˆσ2 + 2μ¯22r
2
1 0 0
0 0 0 0 σˆ2 + μ21r21 0




σ3 + μ32r21 0 0 0 0 0
0 σ3 + μ¯32r21 0 0 0 0
0 0 μ22r21 μ22r
2
1 0 0
0 0 μ¯22r21 μ¯22r
2
1 0 0
0 0 0 0 σˆ2 + μ21r21 0
0 0 0 0 0 ¯ˆσ2 + μ¯21r21
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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と求められるので, JTW は 2Reμ22r21, 0, σ3 + μ32r21, σ3 + μ¯32r21, σˆ2 + μ21r21, ¯ˆσ2 + μ¯21r21 を固有値とし




1, κ0 + μˆ3,2r
2
1, κ0 + ¯ˆμ3,2r
2
1, (μˆ2,1 − μˆ2,2)r21, and (¯ˆμ2,1 − ¯ˆμ2,2)r21. (86)
iv. ２次元非対称混合解 (AM2): (z1, z2, z0) = (r1 eiθ1 tˆ, 0, r0 eiθ0 tˆ) ∈ I2.
r1 と r0 は 0 = κ0 + μˆr3,2r21 + μˆ3,3r20 及び 0 = κ2 + μˆr2,2r21 + μˆr2,3r20 に支配される. 一方で θ0 と θ1 は
θ0 = μˆi3,2r
2
0 および 1+ τ + θ1 = μˆi2,2r21 + μˆi2,3r20に従う. ２次元混合モード解 AM2は κ0/κ2 = μˆr3,2/μˆr2,2
において TWから, また, κ2/κ0 = μˆr2,3/μˆ3,3 において SS から分岐する.
この解 AM2, z0 = r0 eiθ0t, z1 = r1 eiθ1t に加えた撹乱の消長は, Floquet 解析に相当する変換 ζ0 =
(r0 + η0) eiθ0t, ζ1 = (r1 + η1) eiθ1t, z2 = η2 eiϑ2(t) を用いて因子 eiθ0t, eiθ1t を消去することで容易に調
べることができる. ここに, η0(t), η1(t), η2(t) : R → Cである. また, ϑ2 = (θ1 − θ0/2)t とおくことに




= −iθ0η0 + κ0η0 + (μ32r21 + μ33r20)η0 + μ32r1r0(η1 + η¯1) + μ33r20(η0 + η¯0) + O(2),
dη1
dt
= −i(1 + τ + θ1)η1 + κ2η1 + (μ22r21 + μ23r20)η1 + μ22r21(η1 + η¯1) + μ23r1r0(η0 + η¯0) + O(2),
dη2
dt
= iθ0/2 · η2 + (μ21 − μ22)r21η2 + ν2r21r0η¯2




























⎛⎝iμi32r21/2 + (μ21 − μ22)r21 ν2r21r0
ν¯2r
2
1r0 −iμi32r21/2 + (μ¯21 − μ¯22)r21
⎞⎠
である.
|JAM21 − ΛI| = Λ2det
⎛⎝ 2μ33r20 − Λ (μ32 + μ¯32)r1r0
(μ23 + μ¯23)r1r0 (μ22 + μ¯22)r21 − Λ
⎞⎠ = 0
より,
Λ = 0〈2〉, trJAM21 = 2μ33r20 + 2μr22r21, det JAM21 = 4(μ33μr22 − μr23μr32)r21r20







1 < 0, μ33μ
r
22 − μr23μr32 > 0, μr21 − μr22 < 0, |iμi32/2 + μ21 − μ22|2 − |ν2|2r20 > 0 (87)
が結論される.
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v. ３次元対称混合モード SM: (z1, z2, z0) = (r1 eiθ1 , r2 eiθ2 , r0 eiθ0) ∈ I3.
ここで θ1, θ2 は非線形性による (1 + τ)tˆ からのずれを表す. 位相と振幅に対する (84)を出発点にする:

























2 cosΘ + νˆ
i
2 sinΘ)],














2 cosΘ− νˆi2 sinΘ)],
Θ˙ = 2[(μˆi2,1 − μˆi2,2)(r22 − r21) + νˆi2(r22 − r21)r0 cosΘ− νˆr2(r21 + r22)r0 sinΘ]
+μˆi3,2(r
2





(84)において第３式を第２式から引き去り, r1 = r2 とすることで,
νi2(r1 + r2)r1r2r0 sinΘ = 0
を得るが, これは Θ = 0, πを意味している. したがって, 分岐方程式として次が従う.




0]± νˆ3r41, 0 = κ2 + (μˆr2,1 + μˆr2,2)r21 + μˆr2,3r20 ± νˆr2r21r0.
３次元対称混合モード解 SMは κ2 = 0において自明から分岐し, また, κ2/κ0 = μˆr2,3/μˆ3,3において定常
解 SS から分岐する. Θ = 0 が θ1 = θ2 + θ0/2を, また, Θ0 = π が θ1 = θ2 + θ0/2 + π/2を意味するこ
とに注意すると, z1 = z2 のとき, Θ = 0　では z0 > 0, Θ = πでは z0 < 0であることが分かる.
このように, ２次元非対称混合モード解AM2と３次元対称混合モード解 SMが定常解 SS から κ2/κ0 =
μˆr2,3/μˆ3,3 において同時に分岐する.
さて, (84)から求めた SMに対する 4× 4 の Jacobi 行列 JSM の固有値問題に対する特性方程式
|JSM − ΛI| = 0
は, 行列式の column-row 演算によって次のような２つの 2 × 2行列に対する固有値問題の特性方程式
に分けることができる.
0 = |JSM − ΛI| = det




















⎛⎜⎝ −2μ˜r21r21 − 2r21r0(ν˜r2 cosΘ) + 2μ˜r22r21 − Λ −2r0r31(ν˜i2 cosΘ)
2
[






− ν˜3r−10 r41 cosΘ− Λ
⎞⎟⎠ .
Jacobi行列 JSM に含まれるすべての要素は実数であるので, 固有値の実部の符号は






1 − ν˜3r41r−10 cosΘ + 2ν˜r2r21r0 cosΘ,
det (1) = 2[2μ˜33r20 − ν˜3r41r−10 cosΘ][(μ˜r21 + μ˜r22)r21 + ν˜r2r21r0 cosΘ]
−4[μ˜r32r0r1 + ν˜3r31 cosΘ][2μ˜r23r0r1 + ν˜r2r31 cosΘ],
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trace(2) = 2(μ˜r22 − μ˜r21)r21 − 6ν˜r2r21r0 cosΘ− ν˜3r−10 r41 cosΘ,





21 − μ˜i22)r1 + 2ν˜i2r0r1 cosΘ + μ˜i32r1] cosΘ (88)
から決まり, ３次元対称混合モード解 SM の安定条件は trace< 0, det> 0によって与えられる.
vi. ３次元非対称混合モード解 (AM3): (r1 = r2, r1r2r0 = 0, and Θ = nπ.)
３次元非対称混合モード解 AM3 は, これまでに述べた解と比べて複雑であるため, ニュートン-ラフソ
ン法を用いて (84)を数値的に解く以外に有効な手段はない.
また, AM3 に対する Jacobi行列の固有値問題に関しても, 4× 4行列を簡単化する有効な手段が存在し
ないため, 本論文では QR 法を用いて固有値を数値的に求めることによって, AM3の安定性を評価した.
３次元非対称混合モード解 AM3 を除く解の安定条件と, Hill と Stewart (1991) によるそれとの比較は
Appendix D に譲る.
A.4 同変分岐理論による結果との比較
Hill と Stewart (1991)は同変分岐理論を用いて, O(2)対称性の下で l :m, (l,m ∈ N) という波数比を持つ Hopf
モードと定常モード間の相互作用を調べ, 解の分類を詳細に行った.
彼らは
dz/dt + f(z, λ) = 0
が Birkhoﬀ ノーマルフォームであるとすると, 分岐方程式は
0 = f(z, λ)− i(1 + τ)z∗ ≡
⎛⎜⎜⎜⎝





Q1z1 − i(1 + τ)z1 + Q5zα0 z¯β−11 zβ2
R1z2 − i(1 + τ)z2 + R5z¯α0 zβ1 z¯β−12
⎞⎟⎟⎟⎠ , (89)
によって与えられることを示した. ここで, f : Rn × R → Rn は O(2) の作用の下での同変な写像, すなわち,
f(γ · x, λ) = γ · f(x, λ) for all γ ∈ O(2), x ∈ Rn, λ ∈ R,
であり, z∗ = (0, z1, z2) であるとした. ここで,
P j = pj + i(u1 − u2)pj+1, Qj = qj + iqj+1 + u2(qj+2 + iqj+3), Rj = κ ·Qj ,
pj = pj(N0, N1,M1, T1, T2) ∈ R, and qj = qj(N0, N1,M1, T1, T2) ∈ R
である. u0, u1, u2 はそれぞれ u0 = |z0|2, u1 = |z1|2, u2 = |z2|2 と定義する. このとき,




2 ), T2 = (u1 − u2)(Im (zα0 z¯β1 zβ2 ))
はいずれも実数値を取る O(2)×S1 不変量である. α と β は, l が奇数の時, α = 2m, β = l, また, l が偶数の時
は α = m, β = l/2 であるとする. 我々が取り扱う問題は (l,m) = (4, 1) であるため α = 1, β = 2 である. ま
た, κ ∈ O(2) は (z0, z1, z2) に対して κ · (z0, z1, z2) = (z¯0, z2, z1) のように作用する.
101
A.4 同変分岐理論による結果との比較 A APPENDIX
P j , Qj を原点周りで Taylor 級数展開したときの最低次の近似で, 分岐方程式 (89) に含まれる p’s と q’s
は次のように振幅方程式 (37) 係数と対応する：






N1(u1 + u2), p
2 = p2(0)(u1 − u2),




N1(u1 + u2), q
2 = q2N0u0 + q
2
N1(u1 + u2),
p1λλ = κ3, p
1





2(0) = μˆi3,2, p
3(0) = νˆ3,

















q3(0) = μˆr2,1 − μˆr2,2, q4(0) = μˆi2,1 − μˆi2,2, q5(0) = νˆr2 , q6(0) = νˆi2.
同形分解を行うことにより, Hill と Stewart は Jacobi 行列の固有値の実部を決定した. 定常モード SS の
固有値の実部として
0, p1N0 = μˆ3,3, q
1 ± q5x20 ± i(q2 ± q6x20 − 1− τ) = κ2 + μˆr2,3u0 ± i(−1− τ + μˆi2,3u0) 〈twice〉. (90)
が求められたが, これは (85) と一致する. 伝播波解 TWに対する結果
0, q1N1 = μ
r
2,2, q
3 ± iq4 = μr2,1 − μr2,2 ± i(μi2,1 − μi2,2), p1 ± ip2x21 = κ3 + μˆr3,2u1 ± iμˆi3,2u1, (91)
は (86)と一致する. ２次元非対称混合モード AM2 に対しては,
0 〈twice〉, q1N1 = μr2,2 〈twice〉, p1N0u0 = μˆ3,3u0, q1N1x0x1 = μˆr2,2x0x1. (92)
という結果が得られたが, これは (87) とは一致しない.
さて, ３次元対称混合モード解 SMについての彼らの結果は, 0 〈twice〉 と残り４つの固有値に対する小行列















det (1) = 4[p1N0(2q
1
N2 + q
3)− (q1N0 + q5)(2p1N1 + q3)]x20x21 = 4[μˆ3,3(μˆr2,2 + μˆr2,1)− 2μˆr2,3μˆr3,2]x20x21,
trace(2) = −2[q3x21 + p3x21 + 2q5x20] = −2(μˆr2,1 − μˆr2,2)x21,










= 2νˆ3(μˆr2,1 − μˆr2,2)x61x−10 + 4μˆi3,2νˆi2x41x0 + 8[(μˆr2,1 − μˆr2,2)νˆr2 + (μˆi2,1 − μˆi2,2)νˆi2]x41x0. (93)
の通りである. これらは (88) において, 最低次の項のみを残したものと完全に一致する. このように, ２次元非
対称混合モード AM2 を除いて, 今回得た安定性条件は Hill と Stewart による同変分岐理論にもとづく結果に
よって支持された.
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A.5 1:2 共鳴に対する振幅方程式の定常解とその安定性
式 (59)の非自明な定常解ならびにその安定条件は以下のように求められる.
1. 単純モード PM: (r1, r2) = (0, r)
r は σ2 + λ22r2 = 0を満たす. すなわち, σ2λ22 < 0が成り立つ場合に単純モード解は存在する. 単純
モード解の安定性を議論するためには式 (59)の代わりに元の式 (58)を用いるのが便利である. PMを
(z1, z2) = (0, y), y ∈ Rと書くとき, yは
0 = σ2 + λ22|y|2
を満たす. さて, (59)の PMに対する Jacobi行列
dfPM =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ1 + λ12|y|2 κ1y 0 0
κ1y σ1 + λ12|y|2 0 0
0 0 λ22|y|2 λ22y2
0 0 λ22y2 λ22|y|2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
から固有値が
σ1 + λ12z22 ± κ1z2, 2λ22z22 , 0
のように求められる. したがって, PMの安定条件は
λ22 < 0, σ1 + λ12r2 < 0, (σ1 + λ12r2)2 − κ21r2 > 0
で与えられる. なお, 1 : l 共鳴（l ∈ N）の場合, (z1, z2) = (s, 0), (s ∈ N)の形の単純モード解は, 式 (58)
の第２式右辺第 2項のために存在することができない. これは k : k + 1共鳴（k ∈ N）の場合に２種類
の単純モード解が存在可能であるのと対照的である.
2. 混合モード MM: r1 = 0, r2 = 0, sinΘ = 0
r1 と r2 は次の式を満たす.
r21 = −λ−111 (σ1 + κ1r2 cosΘ + λ12r22),
0 = r2(σ2 + λ22r22)− λ−111 (κ2 cosΘ + λ21r2)(σ1 + κ1r2 cosΘ + λ12r22). (94)




2λ11r21 κ1r1 cosΘ + 2λ12r1r2 0
2κ2r1 cosΘ + 2λ21r1r2 −κ2r21r−12 cosΘ + 2λ22r22 0
0 0 −2κ1r2 cosΘ− κ2r−12 r21 cosΘ
⎞⎟⎟⎟⎠
であり, MMの安定条件は,
2κ1r2 cosΘ + κ2r−12 r
2
1 cosΘ > 0, 2λ11r
2
1 − κ2r21r−12 cosΘ + 2λ22r22 < 0,
2λ11r21(−κ2r21r−12 cosΘ + 2λ22r22)− (κ1r1 cosΘ + 2λ12r1r2)(2κ2r1 cosΘ + 2λ21r1r2) > 0
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で与えられる. 第 2番目の不等式と第３番目の不等式はそれぞれ trJ2 < 0及び detJ2 > 0から得られ
る. ここで, J2 はMM0 またはMMπ に対する dfMM の 2× 2部分行列である. さて, SWという周期解
がMMの解分枝から Hopf分岐するが, この Hopf分岐は J2が複素共役対の固有値をもつことに起因す
るため, SWは２次元固有ベクトルによって張られた２次元平面上に制限されることが分かる.
























2λ11r21 κ1r1 cosΘ + 2λ12r1r2 −κ1r1r2 sinΘ
2κ2r1 cosΘ + 2λ21r1r2 −2κ1r2 cosΘ + 2λ22r22 2κ1r22 sinΘ
−2κ2r−12 r1 sinΘ −4κ1 sinΘ 0
⎞⎟⎟⎟⎠
であるが, 安定条件を陽的に表すことは容易ではない. そのため, TWの安定性は数値的に評価した.
さて, zj(t) = rj(t) eiθj(t), j = 1, 2における位相 θ1と θ2は θ˙1 = κ1r1r2 sinΘと θ˙2 = −κ2r21r−12 sinΘに
従う. θ̂1 = κ1r1r2 sinΘ, θ̂2 = −κ2r21r−12 sinΘとおき位相を θ1 = θ̂1t+ θ1(0), θ2 = θ̂2t+ θ2(0)と書くと
き, 撹乱は





1 (0) + r2φ2 e2iα∗(z+α
−1
∗ bθ1t) e
i(Θ+θ2(0)) + c.c. + ·
と表される. このように撹乱 Ψ̂は z 方向に位相速度 −α−1∗ θ̂1 で伝搬することが分かる. これが, この解
が (59)の定常解であるにもかかわらず伝播波と呼ばれる理由である.
ところで, (σ1 + λ11r21 + λ12r22)/(κ1r2)が求まっても, Θの符号, そして sinΘの符号は一意に決まらな
い. これは, 1:2共鳴における伝播波解 TWとして上向き進行波と下向き進行波が共に存在可能である
ことを意味する. dfTWが与える特性方程式にはΘの情報が cosΘおよび sin2 Θの形でしか含まれない.
それゆえ, Θの符号は固有値の符号に影響を与えず, 双方向に伝播する TWが同じ安定特性を有する.
TWの解分枝上から, 3次元空間における変調波解MTWが Hopf分岐する.
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